应 用 型 高 等 院 校 大 学 数学 特色 教材 


Ap 
3 1 BS 
Added eS SY 
Lo 


a RCR 
SANAN Ay 


清华 大 学 出 版 社 


大 学 数学 ( 微 积分 ) 


学 习 辅 导 


韩 建 玲 曾 健 民 主 编 


清华 大 学 出 版 社 


北 京 


内 容 简 介 


本 书 为 (大 学 数学 ( 微 积分 )) 的 配套 学 习 辅 导 书 , 内 容 共 分 8 章 , 包 括 函 数 , 极 限 与 连续 ,一 元 函数 微 
分 学 ,一 元 函数 积分 学 ,微分 方程 ,空间 解析 几何 与 向 量 代数 ,多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 ,多 元 函数 积分 
学 ,无穷 级 数 。 本 书 每 章 有 基本 要 求 ,内 容 提要 学习 要 点 、 例 题 增 补 .教材 部 分 习题 解 题 参考 总 习题 及 
其 答案 。 本 书 的 目的 是 帮助 读者 理解 、 消 化 和 复习 (大 学 数学 ( 微 积 分 )》 的 内 容 ,编写 中 注重 培养 学 生 良 
好 的 科学 思维 习惯 及 实际 应 用 能 力 。 

本 书 适用 于 应 用 型 高 等 院 校 理工 类 和 经 济 类 专业 的 公共 数学 课 教学 ,也 可 供 高 等 数学 授课 教师 作 
为 教 参 使 用 。 


本 书 封面 贴 有 清华 大 学 出 版 社 防伪 标签 ,无 标签 者 不 得 销售 。 
版 权 所 有 ,侵权 必 究 。 侵 权 举 报 电话 : 010-62782989 13701121933 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


大 学 数学 ( 微 积 分 ) 学 习 辅 导 / 韩 建 玲 , 曾 健 民主 编 .一 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2019 
ISBN 978-7-302-53308-5 


I. 大 … 工 . @ 韩 … @ 曾 … 看 . @ 微 积分 一 高 等 学 校 一 教学 参考 资料 NN. O172 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2019) 第 155683 号 


责任 编辑 : 备 圾 新 
封面 设计 : 傅 瑞 学 
责任 校对 : 李 梅 
责任 印 制 : 刘海 龙 


出 版 发 行 : 清华 大 学 出 版 社 
网 址 : http://www. tup. com. cn, http://www. wqbook. com 
地 址 : 北京 清华 大 学 学 研 大 厦 A 座 邮 ” 编 : 100084 
社 总 机 : 010-62770175 邮 购 : 010-62786544 
投稿 与 读者 服务 : 010-62776969，c-service@tup. tsinghua. edu. cn 
质量 反馈 : 010-62772015 ，zhiliang@tup. tsinghua. edu. cn 
: 三 河 市 少 明 印 务 有 限 公 司 
: 全 国 新 华 书店 
: 185mmX260mm 印 张 : 9.75 字 数 : 219 千 字 
: 2019 年 8 月 第 1 版 印 ”次 : 2019 年 8 月 第 1 次 印刷 
: 30.00 元 


字 尝 计 潍 了 矶 


产品 编号 : 082777-01 


酮 包 


FOREWORD 


《大 学 数学 ( 微 积 分 )) 一 书 是 由 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 应 用 型 高 校 教材 ,体现 了 数学 
教学 应 遵循 的 “以 应 用 为 目的 ,以 必需 、 够 用 为 度 ” 的 原则 ,强化 数学 的 应 用 功能 。 为 帮助 
读者 理解 、 消 化 和 复习 (大 学 数学 ( 微 积分 )) 的 内 容 , 培 养 良 好 的 科学 思维 习惯 及 实际 应 用 
能 力 ,我 们 编写 了 《大 学 数学 ( 微 积 分 ) 学 习 辅 导 》。 

本 书 作为 (大 学 数学 ( 微 积分 )) 的 配套 教材 ,以 应 用 、 实 用 和 适用 为 基本 原则 ,以 淡化 
理论 并 突出 实践 为 指导 思想 。 在 编写 过 程 中 结合 应 用 型 本 科 和 高 职高 专 的 教学 特点 ,对 
比较 烦琐 的 定理 、 公 式 的 推导 及 证 明 尽 可 能 只 给 出 结果 或 简单 直观 地 给 出 几何 说 明 ,而 将 
解 题 的 过 程 做 到 深入 浅 出 ,力求 具有 一 定 的 启发 性 和 应 用 性 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,编者 参考 了 大 量 的 同类 图 书 , 特 别 是 参考 了 一 些 典 型 例题 和 习 
题 , 它 们 是 各 位 老师 的 教学 经 验 积 累 ,对 本 书 中 例题 和 习题 的 编写 起 到 了 很 大 的 帮助 作 
用 ,特此 说 明 并 致谢 。 本 书 中 加 * ”的 内 容 , 属 于 附加 内 容 , 供 有 此 需求 的 专业 选用 。 

本 书 由 闽南 理工 学 院 韩 建 玲 . 曾 健 民主 编 。 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,编者 得 到 了 闽南 理 
工学 院 领导 的 具体 指导 ,以 及 许多 教师 的 协助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 足 之 处 , 敬 请 有 关 专 家 、 学 者 及 使 用 本 书 的 师 生 批 
评 指正 ,以 帮助 我 们 不 断 改进 。 


编 者 
2019 年 6 月 
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函数 、 极 限 与 连续 


基本 要 求 


(1) 理解 分 段 函 数 、 初 等 函数 等 概念 。 
(2) 熟练 掌握 极限 的 计算 方法 。 

(3) 理解 连续 函数 的 概念 和 性 质 。 
(4) 了 解 常 用 的 经 济 函 数 。 


1.2 


Ws 


内 容 提要 


函数 


(1) 集合 初步 : 四 集合 的 概念 ; @ 集 合 的 运算 ; 加 区 间 和 邻 域 。 

(2) 函数 的 概念 : 四 常量 与 变量 ; 四 机 数 的 定义 ; 昌 函 数 的 表示 法 (表格 法 、 图 像 法 
及 解析 法 ) 。 

(3) 函数 的 几 种 特性 : 中 函 数 的 奇偶 性 ; 四 函数 的 单调 性 ; 加 函数 的 有 界 性 ; 图 函数 


) 反 函 数 和 复合 函数 。 


(5) 初等 函数 : 基本 初等 函数 (常数 函数 、 客 函数 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 


和 反 三 角 函 数 ); @ 初 等 函数 (由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 及 有 限 次 的 复合 运 


算 , 并 


本 


( 


且 能 用 一 个 解析 式 表 示 的 函数 )。 
极限 的 概念 


1) 数列 的 极限 


) 数列 的 概念 。 


(2) 数列 的 极限 : 对 于 数列 {z,} ,如 果 当 无限 变 大 时 ,zx 趋 于 一 个 确定 的 常数 A， 
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要 


则 称 当 趋 于 无 穷 大 时 ,数列 {zx,} 以 A 为 极限 ,也 称 数 列 {z,} 收 合 于 A, 记 作 limz, 王 A 或 
ZA(n 习 oo)。 如 果 数 列 {zx,} 没 有 极限 .就 称 数列 {zx} 发 散 。 

2) 函数 的 极限 

(1) zco 时 函数 的 极限 ( 含 xz- 十 ==c 和 z 一 一 co 两 种 情形 ) 

如 果 当 |z| 无 限 增 大 时 ,函数 /(z) 无 限 地 趋 于 一 个 确定 的 常数 A, 则 称 当 二 ~c= 时 函 
数 /(z) 以 A 为 极限 , 记 作 1lim /(z) 一 A 或 Jr) 一 ACz~co)。 

注 lim/(z)=A 的 充分 必要 条 件 是 lim /(z)= lim f(x)=A, 

(2) x>zo 时 函数 的 极限 ( 含 zzid 和 xz 一 xa 两 种 情形 ) 

设 函 数 y 三 f(z) 在 点 zxo 的 某 个 邻 域 (点 ze 可 以 除外 ) 内 有 定义 ,如 果 当 zz 趋 于 xz。 
时 ,函数 /(z) 趋 于 一 个 常数 A, 则 称 当 z 趋 于 zo 时 ,/(z) 以 A 为 极限 , 记 作 lim/(x) 二 A 
或 f(z)>A(z—zxo)。 

注 lim/(zx) 二 A 的 充分 必要 条 件 是 lim /(z)= lim /(z) 一 A。 


Ene zx0 


3. 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


(1) 无 穷 小 量 : 若 函 数 > 一 AZz) 在 自 变量 z 的 某 个 变化 过 程 中 以 零 为 极限 , 则 称 在 
该 变化 过 程 中 ,f(z) 为 无 穷 小 量 (简称 无 穷 小 )。 

(2) 无 穷 小 的 性 质 : 有 限 个 无 穷 小 量 的 和 、 差 、 积 仍 为 无 穷 小 量 ; 有 界 变量 与 无 穷 小 
量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 。 

(3) 无 穷 大 量 : 在 自 变量 z 的 某 个 变化 过 程 中 ,车 相应 的 函数 值 的 绝对 值 | f(x) | 无 
限 增 大 , 则 称 在 该 变化 过 程 中 ,/(z) 为 无 穷 大 量 ( 简 称 无 穷 大 ), 记 作 lim/Cz)=co (包含 
正 无 穷 大 十 2 和 负 无 穷 大 一 吕 两 种 情形 )。 

(4) 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 关系 : 在 自 变量 的 变化 过 程 中 ,无 穷 大 量 的 倒数 是 无 穷 
小 量 , 恒 不 为 零 的 无 穷 小 量 的 倒数 为 无 穷 大 量 。 

(5) 无 穷 小 的 阶 : 设 ,8 是 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 量 ， 


@ 如 果 lim 中 -0, 则 称 有 是 比 < 高 阶 的 无 穷 小 量 , 记 作 B= oa) ,也 称 a 是 比 8 低 阶 
的 无 穷 小 量 。 
@ 如 果 lim 有 ==c 去 0, 则 称 8 与 a 是 同 阶 无 穷 小 量 ; 特别 地 , 当 c= 二 1, 即 lim ==1 
时 , 称 B 与 a 是 等 价 无 穷 小 量 , 记 作 a~B。 ， 
注 (等 价 无 穷 小 量 普 换 定理 ) 在 同一 变化 过 程 中 ,如 果 a~a',B~B8', 且 lim 请 存在 ， 
g 


则 lim We ee 


4. 极限 的 性 质 与 运算 法 则 

(1) 极限 的 性 质 (唯一 性 ` 有 界 性 、 保 号 性 ) 。 

(2) 极限 的 四 则 运算 法 则 : 在 自 变 量 的 同一 变化 过 程 中 , 设 limf(z) 及 limg (xz) 都 存 
在 , 则 


第 1 章 函数、 极限 与 连续 


© lim[Lf(z)+tg(zx)]=limf(zx)+tlimg (zx) 
© lim[L f(z) * g(x)]=limf(z) * limg(zx) 


: flr) limf(x) 
OE g(r) limg(z) 


(limg(Cz) 和 0) 


注 在 使 用 极限 的 四 则 运算 法 则 时 要 求 每 个 参与 极限 运算 的 函数 的 极限 必须 存在 ， 
并 且 作为 分 母 的 函数 的 极限 不 能 为 零 。 


5. 极限 存在 准则 及 两 个 重要 极限 

(1) 极限 存在 准则 ( 夹 逼 准则 、 单 调 有 界 数列 必 有 极限 ) 。 
(2) 两 个 重要 极限 : 

O limsE=1 @) lim (1+ 二] =e 


xz"0 XT 
6. 函数 的 连续 性 


(1) 函数 的 连续 性 (两 种 等 价 定义 ) 。 
@ 设 函 数 >=Az) 在 点 ze 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,如 果 自 变量 的 增 量 Az 趋 于 零 时 ， 
对 应 的 函数 增 量 Ay 也 趋 于 零 , 即 limAy 一 0 或 lim[/(zo 十 Az) 一 /zo)] 二 0, 则 称 函数 
y 三 f(x) 在 点 zo 处 连续 。 
@ 设 函 数 y 二 f(x) 在 点 ze 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 若 lim f(z) 二 f(zo), 则 称 函 数 
y 三 /(zx) 在 点 xo 处 连续 。 
(2) 初等 函数 的 连续 性 : 初等 函数 在 定义 区 间 内 都 是 连续 的 。 
(3) 函数 的 间断 点 (可 去 、 跳 路 ,无穷 .振荡 间断 点 等 分 类 ) 。 
(4) 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 (最 值 定 理 、 介 值 定 理 、 堆 点 定理 ) 。 
“7. 常用 经 济 函 数 


(1) 需求 函数 与 供给 函数 。 
(2) 总 成 本 函数 ,收益 函数 及 利润 函数 。 


1 学 习 要 点 


本 章 的 重点 是 极限 的 计算 。 首 先 要 理解 分 段 函数 的 概念 ,熟练 掌握 6 类 基本 初等 函 
数 的 性 质 与 图 形 , 理 解 初等 函数 的 概念 ; 其 次 要 理解 数列 极限 和 函数 极限 的 定义 ,能 够 结 
合 图 形 讨论 函数 的 极限 ,掌握 借助 左右 极限 讨论 分 段 函 数 的 极限 的 方法 ; 再 次 要 理解 无 
穷 小 与 无 穷 大 及 其 性 质 , 熟 练 应 用 无 穷 小 和 无 穷 大 ,极限 的 运算 法 则 、 两 个 重要 极限 、 初 等 
函数 连续 性 等 各 种 方法 求 极 限 ; 最 后 要 理解 函数 连续 性 的 概念 ,理解 闭 区 间 上 连续 函数 
的 性 质 , 能 够 利用 零点 定理 讨论 方程 根 的 情况 。 
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1.4 例题 增补 


例 1-1 讨论 下 列 函数 是 否 为 周期 函数 ? 对 于 周期 函数 ,指出 其 周期 。 

(1) PCz) 一 sin2z (2) f(x)=1+sinxz (3) Ps (z) 一 Ze 

分 析 我 们 比较 熟悉 的 周期 函数 是 常数 函数 y= 二 C (任何 正 实 数 都 是 它 的 周期 ) 和 三 
角 函 数 (sinz 和 cosz 周期 为 2r,tanz 和 cotz 的 周期 为 x) ,利用 它们 可 以 讨论 其 他 函数 的 
周期 性 。 

解 

(1) 由 于 有 (zx 十) 二 sin? (zx 十 7) 二 sin?X 二 1(z), 故 1 (xz) 为 周期 函数 ,上 且 周期 /一 r。 

(2) 由 于 fo(x 十 2)==1 十 sinx(x 十 2) 二 1 十 sinxx 二 f(z), 故 f(x) 为 周期 函数 , 且 周 
期 /=2。 

(3) 寡 函 数 y 二 zx” 不 是 周期 函数 ,比较 容易 验证 。 


1 lzl<1 
例 1-2 so- Iz|=1,g(z)==e*, 求 f[g(x)] 和 g[f(zx)], 并 作出 这 两 个 
= lzlssd 
函数 的 图 形 。 
1 Z<0 e Izl=1 
解 mseh z=0, g[f/(z)]=e®=11 lzl=1 
—1 x>0 e! lzl>1 


这 两 个 函数 的 图 形 依 次 如 图 1-1 和 图 1-2 所 示 。 


图 1-1 


例 1-3 ”函数 > 一 zcosz 在 (一 c ,十 cc) 内 是 否 有 界 ? 这 个 函数 当 z 一 十 ce 时 是 否 为 
无 穷 大 ? 

解 ”对 任意 的 M>0( 不 管 有 多 大 ) ,总 有 zoE CM, 十 co) ,使 得 coszo 一 1, 从 而 

y= zocoszo 一 zo 二 AM 

所 以 y= 二 x cosz 在 (一 co ,十 ce) 内 是 无 界 的 。 

对 任意 的 M>0,X>0( 不 管 它们 取 多 大 或 多 小 的 正 数 ) ,总 有 zeE (X, 十 cc) ,使 得 
coszo 一 0, 从 而 y 王 xzocoszo 王 0 一 M, 所 以 y 王 zcosz 当 z 一 十 cc 时 不 是 无 穷 大 。 

注 无 界 与 无 穷 大 是 两 个 不 同 的 概念 ,这 里 以 函数 y 二 f(z) 在 x 下 十 吕 的 情形 进行 
分 析 。 函 数 y 一 (z) 无 界 是 指 不 管 给 定 的 正 数 M 有 多 大 ,总 可 以 在 工 充分 大 的 范围 内 找 
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$ 


vw 


到 一 个 点 zo ,使 得 |j(zo)| 二 Mi; 而 /(z) 为 无 穷 大 则 是 指 不 管 给 定 的 正 数 M 有 多 大 ,总 
可 以 在 工 充 分 大 的 范围 内 找到 所 有 的 点 工 ,使 得 | FCz)| 二 M。 


例 1-4 计算 极限 lim 一 1 


> 
解 
Wz— Dztl) _.. Z 一 1 ll 
解法 1: 原 式 1 ll 
人 
i Vzx—l ， 1 1 
解法 2: 原 式 1 
MD Fy szHl 2 


解法 3: 令 1 二 Vz, 则 当 z>1 时 ,1 一 1, 于 是 


| 1 L 
Wm lin ln 


例 1-5 求 /(z)= 和 ,g(x) 二 | 本 当 z 一 0 时 的 左 .有 极限 ,并 说 明 它们 在 z 一 0 时 家 
限 是 否 存 在 。 
解 lim/(2)= lim 六 = lim1=1,， lim/(2)= lim 广 = liml=1 


xz0t z=0tT zr-ot z0 zm0 并 zr 


因为 lim /(z)=1= lim f(z), 所 以 limf(x)==1。 


lim g(x)= a lim 宇 =1, lm gd) — im 


一 1im 一 一 一 1 
x0 zx—0 z=>0t+ 民 I>0™ zxz—0™ 六 -0 一 
因为 lim g(Cz) 天 limg(z), 所 以 limg(z ) 不 存在 。 
一 0 十 一 0 


例 1-6 求 lim( 1 十 2z) 本 。 


解 ”因为 (1 十 2x) 记 二 (1 十 2x) 权 * pat 


而 lim ln (1 十 2z) 吉 二 lim 二 T “limln (1 十 2z) 丰 二 6 
x0 S) 工 一 0 Si nr 并 -| 
br 1 
因此 lim(1 十 2z) 记 二 lime 连 m+ 二 6 
pe ee 


一 般 情况 下 ,对 于 形 如 (zx)”"? (u(xz) 记 0,u(zx) 关 1) 的 函数 (通常 称 为 短 指 函数 ) ,如 
果 limu(z) 王 a 二 0,limuo(Cz) 三 0 那么 
limu (zx)™® 


=@! 
注 这 里 的 3 个 lim 都 表示 同一 自 变 量变 化 过 程 中 的 极限 。 
例 1-7 利用 极限 存在 准则 证 明 limn (二 十 


1 

人 二 

证 明 因为 二 <n (+ < lm 
ntnr 、 \ntnx 12 十 2 72 十 2) “722 十 区 i lim 


三 1, 由 夹 副 定理 知 


lim -本 


站 1 1 i 
To 元 二 十 元 十 去 十 元 二 去 上 
证 毕 。 
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例 1-8 若 f(z) 在 闭 区 间 [a,6b5] 上 连续 ,a 二 zi 二 zs 二 … 二 x, 二 b(n 主 3), 则 在 (x ,zi) 
Fw flamd dst Fx) 


n 


内 至 少 有 一 点 使 (二 


证 明 因为 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,又 [xi ,zx,] 舞 [a,0j, 所 以 f(z) 在 [zi ,zx,] 上 连续 。 
由 最 值 定理 得 /(x) 在 [x ,zx,] 上 有 最 大 值 和 最 小 值 , 分 别 设 为 M 入, 则 
A ah Fs + … 十 (ze) 过 说 
(1) 若 上 述 不 等 式 为 严格 不 等 式 , 则 由 介 值 定理 知 ,存在 SE (zx1 ,zx ) ,使 得 
Ji 二 
n 
f+) 和 tt fs, ) , 则 有 


n 


CS) 


(2) 若 上 述 不 等 式 中 出 现 等 号 ,不 妨 设 六 
f(z) = f(x;) … 一 了 (zs) m 

此 时 , 任 取 zs，… ,zx,-1 中 的 一 点 作为 &, 即 有 &€ (zi ,zx,) ,使 得 

de 


n 


若 M=/# ee , 同 理 可 证 结论 仍 成 立 。 


n 


bil 


证 毕 。 
1.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 1-1 


1. 选择 题 。 
(1) 下 列 函 数 /(z) 和 g(x) 是 相同 函数 的 是 ( )'s 


六 pd vt = 去 lg(z 十 1) 


a 过 | 
B: JN 
C. f(z)=coszr,g(z)= V1—sin'zx 


D. f(z)=1,g(x)=sec’z—tan’z 
分 析 只 有 定义 域 与 对 应 法 则 都 相同 的 两 个 函数 才 是 相同 的 函数 。 答 案 是 A。 
(2) 下 列 函 数 在 定义 域内 为 无 界 函 数 的 是 (。”)。 
A. y=100'” By 一 2 十 sinr 
C. y= |cosz| D f(x)=xsinz 
分 析 ”无界 函 数 跟 有 界 函 数 相反 ,不 存在 上 界 或 下 界 。 答 案 是 D。 
2. 设 A=( 一 2, 一 5)U(5, 十 0),B=[ 一 10,3), 写 出 AUB,ANB,A\B 及 A\(A\B) 


的 表达 式 。 
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解 AUB=( 一 c,3)U(5, 十 co),AfB=[ 一 10, 一 5) 
ANB=( 一 co, 一 10)U(5, 十 cc),ANCANB) 王 [一 10, 一 5) 
注 做 集合 这 一 类 习题 ,通常 可 以 画 出 文 氏 图 ,有 助 于 理解 ,而 有 关 数 集 的 问题 则 可 
以 借助 数 轴 来 表示 。 通 过 分 析 还 可 以 得 到 A\(A\B) 二 ANB。 

3. 求 下 列 函 数 的 定义 域 。 
(4) y=2— VI 

zx0 
分 析 | ,zz0 且 |z1<1, 即 定义 域 为 [一 1,0) UC0,1] 

ws 
(5) y 一 tan(Zz 十 1) 
分 析 < 十 1 六 hr 十 可 CE 2 , 即 定义 域 为 {zlzER,z 夫 [4 去] 一 LAE 对 ， 


和 一 


2 


(6) y=arcsin 


分 析 于 二 <1> 一 1<x<3, 即 定义 城 为 [一 1,3]， 
(7) y= Vsinz 


分 析 ”sinz 宇 0, 即 定义 域 为 {xr12kx 夺 zx 志 (2k 十 1 )x,kEZ) 或 写成 刷 [2kx, (2k++1)7]。 
1 


人 > 了 sinz 一 cosx 


分 析 sinz 一 coszz0, 即 定义 域 为 [|xE€ Ro (kt jez) 


(9) y= lg(3—z) 
Z[ 一 1 
3 一 z>0 
分 析 | 过 zx 过 一 1 或 1<x<=3, 即 定义 域 为 (一 2, 一 1)U (1,3)。 
zx|—1>0 


(10) y 一 logs (log:z) 

分 析 log:z 二 0=z 二 1, 即 定义 域 为 (1, 十 cc) 。 

注 求 函数 的 定义 域 一 般 是 先 写 出 构成 所 求 函 数 的 各 个 简单 函数 的 定义 域 ,再 求 这 
些 定义 域 的 交集 , 即 得 所 求 定义 域 。 下 列 简单 函数 及 其 定义 域 是 经 常用 到 的 : 


四 分 式 函 数 y= ,P(r) #0; 


@ 偶 次 根 式 y 二 Yr ,z>0; 
图 对 数 y 二 logsx ,z 二 0 或 y 一 logxa ,z 二 0 且 zx 关 1; 
图 正切 函数 y 一 tanz 或 正 割 画 数 y 一 secrvz 天 [4 于 jzE2D 


回 余 切 函数 y 二 cotz 或 余 审 函数 y 二 cscr ,zknx(kEZ); 
@@ 反正 纺 函 数 y 一 arcsinz 或 反 余弦 函数 y 二 arccosz,|x| 三 1。 


8 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 学 习 辅 导 
|sinz| 1zl 到 芝 
4. 设 p(z) 一 - a el 到 je 了 


分 析 “分 段 函数 在 定义 域内 不 同 的 区 间 是 用 不 同 的 解析 式 来 表示 的 ,因此 求 分 段 函 
数 的 函数 值 ,应 先 找 出 对 应 的 解析 式 , 再 代入 求 值 。 


和 [中 一 | 到 于 | 到， 于) 


d(- 居 -|(- 居 | 各 (到 -= 
5. 讨论 下 列 函 数 的 奇偶 性 。 
(A) fC = 2 


V2 
区 


1 十 z 

分 析 因为 
fz) le1tz lg 于 预 而 
所 以 为 奇 函数 。 
(6) f(z)=lg(z+ VITz) 
分 析 因为 
f(D=lg(—zt+ VITr)= Ig— lg (z+ VIF ) 
z+ Vl+zx’ 

=— f(z) 

所 以 为 奇 函 数 。 


(7) f(z)=ze 

分 析 因为 /( 一 x)== 一 ze*,f( 一 x) 关 一 f(z) 且 f( 一 x) 关 f(z), 所 以 f(x) 为 非 奇 
非 偶 函数 。 

(8) f/(zx)=sin|zx|—cosz+t+2 

分 析 因为 /( 一 +)=sin| 一 x| 一 cos( 一 +) 十 2 二 sin|zx| 一 cosx 十 2 二 f(x), 所 以 
f(z) 为 偶 函 数 。 


8. 已 知 fLp(z)] 一 1 十 coszyp(z) 一 sin 去 ' 求 f(x), 


解 ” 由 题 意 得 FLp(z)] / (sin 3 1 十 cosz 一 2 一 (1 一 cosz) 一 2 一 2sin2 ,所 以 
f(z)=2—2z’。 

9. 设 下 面 所 考虑 的 函数 都 是 定义 在 对 称 区 间 ( 一 1,1) 上 的 ,证 明 : 

(1) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 , 两 个 奇 函数 的 和 是 奇 函 数 ; 

(2) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 , 两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 函数 , 偶 函 数 与 奇 函数 的 乘 
积 是 奇 函 数 。 

证 明 (1) 设 及 (xz) 和 f(z) 均 为 偶 函 数 , 则 

万 (一 Z) 一 户 (z)， fi(—7x)= f(x) 

令 F(z) 一 户 (z) 十 户 (z), 于 是 


第 1 章 函数、 极限 与 连续 


9 


F(—7z)= f(z)+fi(—7x)= fi(r)i+ f(x) = F(x) 

故 F(z) 为 偶 函 数 。 

设 gs (zx) 和 gs(zx) 均 为 奇 函数 , 则 

81 (一 工 ) =— g(r), gs(—7) =— g(x) 
令 G(z) 二 gi1(z) 十 gz(zx), 于 是 
(一 = 呈 全 动 十 而 全 动 SiCZz) 一 82(CZ) GCZ) 

故 G(z) 为 奇 函 数 。 

(2) 设 f(z) 和 f(z) 均 为 偶 函 数 , 则 

fx) = f(z), fl—z) = f(z) 
令 F(z) 二 f(x)。 f(x), 于 是 
F( 一 z) = 万 ( 一 站 .万 (一 z) = f(r) filz) = F(z) 

故 F(x) 为 偶 函 数 。 

设 gy (zx) 和 g(x) 均 为 奇 函数 , 则 

gi(—7) =— gi(z), gs(— 7X) =— gs (x) 
邻 G(z)=g1(x)。gs(zx), 于 是 
从 (一 大王 商人 (一 动 二 古人 (一 动 [~—g(z)]* [~— g(x)] = G(z) 

故 G(xz) 为 偶 函 数 。 

设 /(z) 为 偶 函 数 ,g(z) 为 奇 函数 , 则 

N= 三 g(x) 
令 甩 (z)=f(z)。g(zx), 于 是 
H(— zx) (一 z)。g( 一 z) 一 f(x). [— g(x)] Wr) 

故 有 (x) 为 奇 函 数 。 

证 毕 。 


习题 1-2 


2. 观察 下 列 数列 当 xz~c 时 的 变化 趋势 ,判断 它们 是 否 有 极限 。 有 极限 时 指出 其 极 
限 值 。 

(4) xz 一 1 十 (一 1)” 

分 析 极限 不 存在 ,数列 在 0 和 2 之 间 摆 动 ,不 趋 于 任何 一 个 固定 的 常数 。 


(5) zz, 一 多 


分 析 极限 不 存在 ,数列 随 着 的 增加 而 无 限 增 大 , 即 lm 一 十 呈 。 


(6) z, 一 Vz 十 1 
分 析 极限 不 存在 ,数列 随 着 的 增加 而 无 限 增 大 , 即 lim yn 十 1 二 十 2。 


3. 当 moo 时 ,数列 {cos 区 | 是 否 有 极限 ? 为 什么 ? 
解 ” 当 ) 分 别 取 1,2,3,4,5,… 时 , 先 写 出 数列 的 前 几 项 : cos 


= con= — 1 
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cos 至 一 0vcos2x 一 1vcos 亚 一 0,… ,数列 在 0, 一 1,0,1 四 个 数 之 间 循环 出 现 ,不 趋 于 任何 


一 个 固定 的 常数 , 故 极限 不 存在 。 
4. 选择 题 。 
(1) 当 z 一 吕 时 ,下 列 函 数 中 有 极限 的 是 ( Ds 
A. sinz 也 总 人 2 D. arccotr 
本 


分 析 当时 ,选项 A 的 sinz 在 区 间 [ 一 1,1] 之 间 摆动 ,不 趋 于 任何 一 个 固定 的 
常数 , 故 极限 不 存在 ; 选项 了 由 lim e 一 一 0 和 lim e 一 一 十 得 lime- 不 存在 ; 选项 C 


由 Im 二 lm i 2 0 得 其 极限 存在 ; 选项 了 由 lim_arccotz 一 0 
和 lim arccotr=—x 得 limarccotz 不 存在 。 因 此 答案 是 C。 
(2) 下 列 函 数 中 , 当 z0 时 极限 存在 的 是 ( 训 


lz 工 天 0 


coast ,ze> 
A. f(x)=/ 7 B. 1-| 
1 zx=0 SB 0 
民 0 1 一 2 .20 
f(x)=10 z=0 D. Ln | 
FE tl we 
分 析 选项 A 由 = = lm =! 和 ima = mm lim —> 3 一 一 1， 


0 


得 limy(z) 不 存在 ; 选项 B 由 im /C= ion Ceoas PD 2 和 和 lim /(7x)= lim (sinz 十 1) 一 1， 


-0 十 一 0 一 0 


得 lim/(z) 不 存在 选项 C 由 人 co 二 lim 3 一 1 和 Jim 7/(z) 一 lim (一 1 十 x )= 二 一 1, 得 
lim/(z) 不 存在 ; 选项 D 由 im /= | 加 (1—z? ys 和 i lim (z 十 1) 一 1, 得 
lim(z) 一 1, 极限 存在 。 因此 答案 是 Dp 注 
5。 讨论 下 列 函 数 极限 是 否 存在 。 若 存在 , 求 其 极限 值 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 。 

(2) limsin 二 

分 析 极限 不 存在 。 当 x 一 0 时 ,sin 二 在 区 间 [一 1,1] 之 间 摆 动 ,不 趋 于 任何 一 个 固 
定 的 常数 。 


(4) limarctan 下 
z—0 省 
分 析 极限 不 存在 。 由 lim arctan 十 一 于 和 lim arctan 寺 = 一 到 ,得 limaretan 二 不 
pn 了 一 0 
存在 。 


一 0 一 


Ea 


6. amt reo Zz 二 1, 求 当 z>1 时 f(x) 的 左右 极限 ,并 指出 当 zx 一 1 
一 wl 
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vw 
时 f(z) 的 极限 是 否 存 在 。 
解 由 lim f(z)= lim (zx? 十 1)==2 和 lim f(x)= lim (z 一 1) 一 0, 得 limFCz) 不 
Enc zl 了 一 十 Blt zl 
存在 。 


注 求 分 段 函 数 在 分 段 点 的 左 、 右 极限 ,应 先 找 出 对 应 的 解析 式 , 再 求 极限 值 。 当 且 
仅 当 左 、 右 极限 都 存在 且 相 等 时 ,函数 在 该 点 的 极限 才 存 在 。 倘 若 该 点 不 是 分 段 点 , 则 左 
邻 域 和 右 邻 域 的 解析 式 相 同 , 从 而 可 以 直接 讨论 极限 值 。 
37+2 zx<0 
7. 设 函 数 f(x) 二 xz! 十 1 0<z<1, 求 极限 limf(z) ,limf(zx)。 
27’ zx>1 
解 由 lim f(x) 一 lim (3X 十 2)==2 和 1lim f(x)= lim (x’: 十 1)==1, 得 limf(z) 不 
ee a Pe 5 
由 lim f(x)= lim (xz? 十 1)=2 和 lim /Cx)= lim 2z* 一 2, 得 lim/(x) 一 2。 


一 1 一 1 


习题 1-3 


1. 下 列 各 式 中 ,哪些 是 无 穷 小 量 ? 哪些 是 无 穷 大 量 ? 

(3) y=2* (x—>0-) 

分 析 因为 lim 2* 一 0, 所 以 当 z-0- 时 ,y 一 2 为 无 穷 小 量 。 

(5) y 一 3-*(z-> 一 co) 

分 析 因为 im 3 一 一 十 ce, 所 以 当 x 一 =- 时 ,> 一 3- 为 无 穷 大 量 。 

2. 下 列 函 数 在 自 变量 怎样 的 变化 过 程 中 是 无 穷 小 量 ,在 自 变量 怎样 的 变化 过 程 中 是 
无 穷 大 量 ? 

(1) y 一 2z4 

分 析 当 z 一 0 时 ,2z: 一 0, 故 其 为 无 穷 小 量 ; 当 z 一 c 时 ,2z: 一 ce, 故 其 为 无 穷 
大 量 。 

(2) y 一 10* 

分 析 ” 当 > 一 一 co 时 ,10* 一 0, 故 其 为 无 穷 小 量 ; 当 z 一 十 cc 时 ,10* 一 co , 故 其 为 无 穷 
大 量 。 

(3) y=1nz 

分 析 当 zx 一 1 时 ,lnzx 一 0, 故 其 为 无 穷 小 量 ; 当 z 一 0+ 或 zx 一 十 cc 时 ,lnz 一 co, 故 其 
为 无 穷 大 量 。 


(4) We 


分 析 当 z~0 时 ,= 二 50, 故 其 为 无 穷 小 量 ; 当 x 一 2 时 ,zc , 故 其 为 无 穷 
大 量 。 

注 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 都 是 一 种 极限 , 既 含 有 结果 ,又 含有 过 程 ,一 个 量 在 某 一 过 
程 为 无 穷 小 量 , 在 另 一 过 程 则 可 能 为 无 穷 大 量 。 
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3. 利用 无 穷 小 量 的 性 质 求 下 列 极限 。 


(2) lim sini 


分 析 I 又 由 |sinz| 壹 1 知 sinz 为 有 界 量 , 故 二 


者 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 , 即 lim 2 一 0。 
(3) im 
分 析 当 zc 时 , 占 一 0, 故 其 为 无 穷 小 量 。 又 由 |arctanz| <3 光 arctanz 为 有 界 


量 , 故 二 者 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 , 即 limare so 一 0。 


(4) lim(z 一 1)cos 二 


1 
分 析 当 z 一 1 时 ,zx 一 10, 故 其 为 无 穷 小 量 。 又 由 eos 上 |<1 知 cos 为 有 
界 量 , 故 二 者 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 , 即 lim(z 一 Deos = 一 0。 


4, 当 z>2 时 ,z 一 4z 十 4 与 zx 一 2 相 比 , 哪 一 个 是 高 阶 无 穷 小 量 ? 
解 因为 lim 一 45+ lm 二 2 lim(z 一 2) 一 0, 所 以 当 z 一 2 时 ,x? 一 4z 十 4 
是 zx 一 2 的 高 阶 无 穷 小 量 。 

5. 当 z-1 时 ,无 穷 小 量 1 一 z 和 1 一 x 是 否 同 阶 ? 是 否 等 价 ? 1 一 x 和 去 (1 一 <) 相 
比 又 如 何 ? 

解 因为 Im 二 x = 5 lim i 
1 一 x 和 1 一 zx? 是 同 阶 无 穷 小 量 , 但 不 是 等 价 无 穷 小 量 。 

因为 im 一 一 一 一 lim 一 一 1 一 lim 1, 所 以 当 z>1 时 ,1 一 x 和 

太 tz) rts 


去 (1 一 局 ) 是 同 阶 无 穷 小 量 , 而 且 还 是 等 价 无 穷 小 量 。 


习题 1-4 
1. 计算 下 列 极限 。 
(©) lim EV Vl—z 
解 ” 分 子 有 理化 得 
加 二 1 二 二 i i df Pr me sy otk mt) 
x0 工 0 ZzCVI 十 工 十 VI 一 并 ) 
1i 2 li 2 
im im 1 


wa 
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解 ”分子 分 母 同时 除 以 最 高 次 客 zx? 得 


Ee \ 这 
fis ks mn lim w 二 人 3 
2 Ee 5 3 4 
We 
于 光 
(1D) I 
T+1 
解 limlt2+ tn lim® lt) limz 1 
me 7 ao 2n mo 2 2 


E 1 1 . 
(12) Ia(1+ 寺 + 二 +…+ 去 


mee 


解 ” 利 用 等 比 数列 求 和 公式 可 化 简 得 


et 
1x 1 一 全 
tm 人 (1+ 去 二 二 +… 十 去] jin | ] tim (2 1 


g 1 
全 ml es) 
解 ” 通 分 得 
tim( 1 3 】 lim 站 和 十 区 一 这 im (xz— D(x+2) 
si\l—zx 1 一 到 za (1 一 了 Z)K1L 十 zz 二 2) x=1(l—z)(l+z+x’) 
ii， 一 = 
本 忆 下 二 示 十 环 
37z 十 a_ zx<0 
» “二 < 和 i i 

2, 设 函 数 f(z)=J* 1 0<z 1 着 lim/Cz) 和 lim/(z) 存 在 , 求 a 的 值 和 这 两 

六 z—0 xz 一 

直 Tl 

个 极限 值 。 
解 lim f(x)= lim (3x+a)=a, lim f(x)= lim (zx:+1)=1 
x0™ 工 一 0 一 一 0 十 二 一 0 十 
由 lim/(zx) 存 在 知 
0 
lim f(z) = lim f(x) 
工 一 0 了 一 叶 
即 a=1。 
limf(x) = lim(z?+1)=2, limf(zx) = lim 和 b 
zl zl zl1t wt 

由 lim/(z) 存 在 知 


lim f(x) = lim f(x) 


xz x1t 


即 56==2; 同时 求 得 limf(x)=1,limf(x)==2。 
Ee 二 车 
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w- 
习题 1-5 
1. 计算 下 列 极限 。 
(5) limz’ (si +i) 
1 i | 
解 limz” (sn 司 =lim 1 一 1 


(6) lim3" sin 本 (z 为 不 等 于 0 的 常数 ) 


2 EF 
证 sin 2 
. I 站 
解 lim3"sin 训 = 二 lim| 之 * =zx* lim =Zz 
es 了 立 和 |” 二 
E 部 


1 6z 十 5 
dy tim (1+ 去 
Pr Zr 


Gxts 
解 iml1 去) J | 27 


inl vi) = 
=[im(t 去 ) ] 加 (+ 支 ] =。 


es 
上 
eS 
fo 
R= 
Se 
Dad 


2. 利用 等 价 无 穷 小 的 性 质 , 求 下 列 极限 。 
Cl i ) yn END 
z=0(sinz) 
解 ” 因 为 当 x>0 时 ,sin(x”) 一 zx",(sinz)" 一 xz”, 于 是 
. 0 n>m 
lim De 2 lim 5 = limz"” 1 n=m 
z=0 (sinz) x0X x0 
oo n=<=m 
(2) i ne 
z=0 Sin 工 


解 ”因为 当 z0 时 ,sinsz 一 zsyvtanz 一 zy1 一 cosz 一 到 守 ,于 是 


tanz — Sin 工 


1 lim tanz(1 一 cosz) i 
z—0 sin’'z 0 EF z=0 Xx 2 
注 利用 等 价 无 穷 小 的 代 换 求 极限 时 ,可 以 对 分 子 或 分 母 中 的 一 个 或 若干 个 因子 作 
代 换 ,但 不 能 对 分 子 或 分 母 中 的 某 个 加 项 作 代 换 ,例如 本 题 (2) 若 将 tanz 和 sinz 均 换 为 
工 , 则 分 子 等 于 0, 从 而 极限 为 0, 导致 错误 的 结果 。 


习题 1-6 


2. 求 下 列 函 数 的 间断 点 ,并 判断 其 类 型 。 如 果 是 可 去 间断 点 , 则 补充 或 改变 函数 的 
定义 使 它 连 续 。 
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vw 
ee | 
0 
解 ”间断 点 为 x 二 1 和 zz 二 2。 
.zl (zx— D(zt1)_,. z+l 
为 ne 
所 以 z==1 是 第 一 类 间断 点 (可 去 间断 点 )。 量 
= 
万 (z) = 47 —3z+2 
一 2 z=1 
则 函数 户 (z) 在 zx=1 处 连续 。 
ol _，(z 一 DGz+l)_ z+1_ 
因为 一 


所 以 z==2 是 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 ) 。 
z—1 到 1 
(6) f(x)= 
as wl 
解 ” 间 断 点 为 x 二 1。 因 为 lim f(z)= lim(z 一 1)=0, lim f(x)= lim (3 一 x)=2， 
即 左 、 右 极限 存在 但 不 相等 ,所 以 z==1 是 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 )。 
注 在 讨论 分 段 函 数 的 连续 性 时 ,在 函数 的 分 段 点 处 必须 分 别 考虑 函数 的 左 连续 性 
和 右 连续 性 , 当 且 仅 当 函数 在 该 点 既 左 连续 又 右 连续 时 ,函数 在 该 点 才 连 续 。 
3. 求 下 列 函 数 的 连续 区 间 ,并 求 极限 。 
2 dh 37’ 一 于 一 态 
2 十 z 一 上 
解 ”函数 /(x) 为 初等 函数 ,只 在 zi 二 一 3,x; 二 2 处 无 意义 ,所 以 这 两 个 点 为 间断 点 ， 
此 外 函数 处 处 连续 , 故 连 续 区 间 为 (一 co ,一 3),( 一 3,2),(2, 十 co)。 


(1) /(z)= :并 求 lim/(z), lim /(z) 及 lim/(z)。 


因为 
yd =1 
玉 干 元 一 6 (二 (一 0 可 一 蕊 
As 
所 以 re be 
z—0 z=0 工 一 2 2 
= 
Me 


六 二 
过 = Ce 


limf (xz) = lim 
z—2 z=2 并 


(2) f(z)==lg(2 一 zx) ,并 求 lim /Cz). 
解 ”函数 f(z) 为 初等 函数 ,其 定义 域 为 (一 2,2) , 故 连续 区 间 为 (一 oo ,2) 。 
因为 一 8E (一 2 ,2), 即 函数 f(x) 在 zx 二 一 8 处 连续 ,所 以 

limf(z) = lg[2—(—8)] = lg10 =1 
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要 


er Z 委 1 
4. 设 f(x)= ,要 使 F(z) 在 (一 cc, 十 cc) 内 连续 ,应 当 怎 样 选择 数 a? 
| 
解 这 里 f(z) 只 有 一 个 分 段 点 zx 一 1, 要 使 f(z) 在 (一 ,十 c2) 内 连续 , 需 f(x) 在 
工 二 1 处 连续 ,而 lim f(z)= lime’=e=/(1), lim f(z)= lim (a 十 x) 二 a 十 1, 故 当 且 仅 


一 1 zl Ene Emel 


当 a 二 e 一 1 时 ， lim /(z)= lim f(x) 二/(1D ,f(z) 在 Z 一 1 处 连续 。 


zl 


5. 证 明 方程 4 一 2" 至 少 有 一 个 根 在 0 与 序 之 间 。 


证 明 令 /(z)==4z 一 27, 则 (x) 在 闭 区 间 [0' 己 ] 上 连续 , 且 f(0) = 一 1<0， 


/ 计 )=2 一 E>0, 由 替 点 定理 知 ,至 少 存在 点 8€ (0, 吉 ,使 /=0, 即 为 方程 的 
一 个 根 。 

证 毕 。 

7. 证 明 曲 线 y==zx‘ 一 3z? 十 7x 一 10 在 zx=1 与 x=2 之 间 至 少 与 x 轴 有 一 个 交点 。 

证 明 令 f(z)=x' 一 3z 十 7z 一 10, 则 f(z) 在 闭 区 间 [1,2] 上 连续 , 且 f(1)= 一 5<<0， 
jJ(2) 一 8 二 0, 由 零点 定理 知 ,至 少 存在 一 点 6E (1,2), 使 (6)==0, 即 当 z=& 时 ,y= 二 0, 昌 
此 曲线 在 z=1 与 x=2 之 间 与 x 轴 有 一 个 交点 &。 


“习题 1-7 


1. 某 厂 生产 产品 1000 吨 ,定价 为 每 吨 130 元 。 当 售 出 量 不 超过 700 吨 时 , 按 原 价 出 
售 ; 超过 700 吨 的 部 分 按 原价 的 九 折 出 售 。 试 将 销售 收入 表示 成 销售 量 的 函数 。 
130g 0=<g<700 


解 Row-| 
91000 十 117(g 一 700) ”700<g<1000 


2. 某 种 品牌 的 电视 机 每 台 售 价 500 元 时 ,每 月 可 销售 2000 台 ; 每 台 售 价 450 元 时 ， 
每 月 可 多 销售 400 台 。 试 求 该 电视 机 的 线性 需求 函数 。 
解 ” 设 线性 需求 函数 为 Q(p) 二 a 一 bp, 依 题 意 得 
2000 一 & 一 5000 
一 & 一 4500 
解 得 a 二 6000,6 二 8, 因 此 所 求 线性 需求 函数 为 Q(p) 二 6000 一 8p。 
4. 某 玩 具 厂 每 天 生产 60 个 玩具 的 成 本 为 300 元 ,每 天 生产 80 个 玩具 的 成 本 为 340 元 ， 
求 其 线性 成 本 函数 , 问 每 天 的 固定 成 本 和 生产 一 个 玩具 的 变动 成 本 各 为 多 少 ? 
解 ” 设 线性 成 本 函数 为 C(g) 二 Co 十 Cig, 依 题 意 得 
2 = Co 十 60C， 


340 = Cu 十 80C， 
解 得 GC, 二 180,C 二 2, 因 此 所 求 线性 成 本 函数 为 C(g) 二 180 十 2g, 固 定 成 本 为 Cu 二 180 元 ， 
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vw 
生产 一 个 玩具 的 变动 成 本 为 C= 二 2 元 。 
总 习题 1 

1. 选择 题 。 
(1) 下 列 成 对 的 函数 中 ,两 函数 相等 的 是 ( )s 

A，y 一 工 与 y 一 3mr By 一 工 与 y 一 arctan(tanz) 

2 4 y= /2 D. y=lg(3—z) —lg(z—2) 与 y=lg 3 
(2) 设 F(z) 一 logs 二 g(x) 一 必 , 则 下 列 函 数 中 一 定 是 偶 函 数 的 是 ( )。 

A. f(g(x)) RS 

Fy [zl<I 
C. a(flz)) | 
g(x) |zl| 宇 1 

(3) 下 列 函 数 中 ,( ) 是 周期 函数 。 

A. zxcosz B. sinz’ C. y=sin’z D. cos 二 

zx Zz 宇 0 sinx  Z 之 0 
(4) | co 一 | ; 则 当 z 夺 0 时 ,f(g(x))=( j, 
2 0 -2 0 

A. 2sinz B. sin:x C. y=4zx’ BD; —4% 
(5) 下 列 函 数 在 实数 范围 内 为 初等 函数 的 是 ( )s 

A. Vcosr—3 B; | 迪 丰 Dl 字 

nd 
区 a D. 1+z 十 … 十 zr 十 … 
0 x=] 

(6) 函数 f(x) 在 xz。 有 定义 是 它 在 该 点 有 极限 的 ( )。 

A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 
(7) 下 列 变量 在 给 定 的 变化 过 程 中 为 无 穷 小 量 的 是 ( 

A. er* 十 1Cz- 十 co) B. 旺 十 1(z- 十 co) 

Ce 一 1(z 一 一 co) D. et—1(z>—oo) 
(8) 当 n> 吕 时 ,下 列 数列 中 为 无 穷 大 量 的 是 ( Ns 

A. 二 一人 B. 二 一 分 

i _ (nat?) 
C. zw 一 3"sin7zzr 以 Ta na) td) 


(9) 当 zx>0 时 ,2* 十 3* 一 2 是 z+ 的 (  )。 
A. 高 阶 无 穷 小 B. 低 阶 无 穷 小 
C. 等 价 无 穷 小 D. 同 阶 但 不 是 等 价 无 穷 小 
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g(7X)= 


= 
十 


(10) 设 F(z) 一 气 


A. 可 去 间断 点 B. 跳跃 间断 点 
C. 第 二 类 间断 点 D. 连续 点 
2. 填空 题 。 
(1) 车 函数 /(z) 的 定义 域 为 [1,2], 则 函数 /(1 一 lgz) 的 定义 域 为 
到 十 1 


(2) 设 函 数 FCz) 三 


= 


log: (Zz 十 1) 


(3) 设 广 !(Cz) 王 1 


logz 工 


则 z=0 是 f(z) 的 ( js 


<0 
; 则 太一 1) 十 7G1) 王 
0 


一 1<z<1 
1 过 z 志 16 , 则 /(x) 的 值 域 为 a 
zx>16 


(4) 设 函 数 y 二 1 十 lg (zx 十 2) 与 函数 > 一 5(Cz) 的 图 像 关 于 直线 y= 二 zx 对 称 , 则 


2 n<100 


(C1 nos100 


,lim(1 一 zx) 二 
0 


?在 x 二 0 处 连续 , 则 二 


(一 1)” n>100 
GD 六 < yn 
n n100 
(6) ia = 
Enc I 
2 -2 
limzsin 一 一 'lim(1—x) ?= 
zx—0 分 -0 
sin5z 
(7) 设 函 数 ro-| 工 
k 


3. 判断 题 。 


(1) 凡 分 段 函 数 都 不 是 初等 函数 。 
(2) 无 界 函 数 一 定 是 无穷 大 量 。 


(3) 数 0 是 无 穷 小 量 。 


(4) 两 个 无 穷 小 的 和 , 差 、 积 、 商 仍 是 无 穷 小 。 
(5) 任何 两 个 无 穷 小 均 可 以 比较 阶 的 大 小 。 


(6) 车 lim 一 0, 则 a 一 定 是 比 8 高 阶 的 无 穷 小 。 
(7) 车 f(zo 一 0)==f(zo 十 0), 则 f(x) 在 zo 处 连续 。 


(8) 车 limf(x)==2, 则 f(2)==2。 
Ea 


4. 求 极限 。 
,xt—8 
Tr 


(C29 Mim /ee— /ey 
z+ 


5x 二 zx 一 1 
(0 Wn gr 


Ns 
(6) lim* —6*+9 
z=3 w—3 


, 则 limzvyv 一 


一 一 一 一 一 


一 一 一 一 一 
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ww 
还 . 
2n+5 
(7) lim—3 (8) lim(1+3) 
z=0Sindz no n 
Ri 了 十 2 
(9) lim (外) (10) limsinz 
E00 2z 十 3 rat 
(11) lim 人 Ce 一 1)sinz (12) lim2arcsin4 
z=0 1 一 cosz 0 3tan27z 
2 zpri rz 
Cin “(14) lim (tt)] (a>0,6>0,c>0) 
z~0 arctanz zx—0 3 
—sinz x=0 
5. 设 f(z)=k 工 二 0, 试 确定 上 的 值 ,使 f(x) 在 定义 域内 连续 。 
xsin +2 xz>0 
ln(1 十 z) —1<zx<0 
6. 设 f(z)= , 求 其 间断 点 并 讨论 间断 点 所 属 类 型 (第 一 类 或 
eI xz>0 


第 二 类 间断 点 )。 


7. 利用 连续 函数 的 性 质证 明 下 列 各 题 。 


(1) 已 知 方程 zx 一 asinz 十 0, 其 中 ao>0,0>>0, 证 明 至 少 有 一 个 正 根 , 并 且 不 超过 a 十 b。 
(2) 设 F(z) 王 全 一 2 ,证明 在 区 间 (0,2) 内 ,jz) 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 至 少 存在 一 点 


zo, 使 F(zo) 一 zo。 


答案 


1. DD WB QC TC DB 


(6) D 


(7) D 


(8) A (9) D (10) B 


2 [ 言 (2) 1 (3) (一 1, 十 cc) (4) y 一 10 一 一 2 (5) 一 1 


《6) iezs05L C7).5 
A i Cy CX 0 动 
1 5 1 
4 (D)4 (2)0 (3) 寺 (如 (5) 二 
(10) 一 1 
(11) 2( 等 价 无 穷 小 蔡 换 ) 
(12) 读 ( 等 价 无 穷 小 替换 ) 
(13) 2( 等 价 无 穷 小 替换 ) 
“(14) (abc [ 借助 im 十) 二 e 及 lim 
zx—0 x0 


5. & 一 2( 利 用 连续 的 定义 ) 


xX (6) Xx 


(6)0 


aa 一 
I 


l=Ina | 


(7) 


(7) Xx 


1 
12 


(8) x 


(8) @ (9) eT 


6. 工 二 0 为 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ); x 二 1 为 第 二 类 间断 点 (无 穷 间 断 点 )。 


7. (1) 令 f(z)==zx 一 asinz 一 b, 由 零点 定理 


可 获 证 。 


(2) 令 F(z) 二 f(z) 一 z+, 由 零点 定理 可 获 证 。 


一 元 函数 微分 学 


2.1 基本 要 求 


(1) 理解 导数 的 定义 .导数 的 几何 意义 、 可 导 与 连续 的 关系 ; 掌握 基本 初等 函数 的 导 
数 公式 .导数 四 则 运算 法 则 、 反 函数 求 导 法 则 、 复 合 函数 求 导 法 、 隐 函数 求 导 法 和 对 数 求 导 
法 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 ; 掌握 初等 函数 一 阶 、 二 阶 导数 的 求法 ; 理解 高 阶 导 
数 的 定义 ,会 求 简单 函数 的 高 阶 导数 。 

(2) 理解 微分 的 定义 、 微 分 的 几何 意义 、 微 分 与 导数 的 关系 ,掌握 微分 的 计算 ; 了 解 一 阶 
微分 形式 不 变性 、 可 微 与 可 导 的 关系 ,会 求 函数 的 一 阶 微分 ,了 解 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 。 

(3) 理解 罗 尔 定理 \ 拉 格 朗 日 中 值 定理 及 其 几何 意义 ,会 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 简 
单 的 不 等 式 , 了 解 柯 西 中 值 定理 。 
(4) 熟练 掌握 使 用 洛 必 达 法 则 求 各 种 未 定式 的 极限 的 方法 。 
(5) 掌握 利用 一 阶 及 二 阶 导数 判定 函数 的 单调 性 及 求 函 数 的 单调 增 、 减 区 间 的 方法 ， 
会 利用 函数 的 单调 性 证 明 简 单 的 不 等 式 ; 理解 函数 极 值 的 概念 ,掌握 求 函 数 的 极 值 \ 最 大 
值 与 最 小 值 的 方法 ,会 解 简 单 的 应 用 问题 。 
(6) 掌握 利用 导数 判断 曲线 凹凸 性 的 方法 ,会 求 曲 线 的 拐点 ,能 作出 简单 酚 数 的 
图 形 


(7) 了 解 边 际 概念 和 需求 弹性 概念 ,掌握 求 边际 函数 的 方法 ,熟练 掌握 求解 经 济 分 析 
中 的 应 用 问题 (如 平均 成 本 最 低 、 收 入 最 大 和 利润 最 大 等 )。 

“(8) 了 解 曲率 和 曲率 半径 的 概念 ,掌握 求 曲率 和 曲率 半径 的 方法 ,并 能 用 其 分 析 简单 
的 工程 技术 问题 。 


2.2 内 容 提 要 


1. 导数 的 定义 与 记号 


dy 


函数 7(z) 在 ze 点 的 导数 , 记 作 广 (zo),y |:-a 或 <| 。* 即 
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Ay oa Fm 十 Am 一 xz) 
Ar Ar-o Ar 


a a) lim 
2. 导数 的 几何 意义 
函数 y= 二 (zz) 在 zo 点 处 的 导数 (xo), 就 是 曲线 y 二 (zx) 在 zo 点 处 的 切线 的 斜率 。 
3. 可 导 与 连续 的 关系 
车 函数 > 一 /(Cz) 在 zo 点 处 可 导 , 则 函数 > 一 /(z) 在 ze 点 处 连续 ; 反之 不 真 。 
4. 导数 的 四 则 运算 法 则 


(1) [u(x)+tv(z)] =u (zx)+v (zx) 
(2) [uCx)v (7x)] =u x) vx) tu(r)v (x) 
(3) [Culz)] =Cu’(z) 

ut) ur)vr) ur (zr) 
(4) [som V(r) 


5. 高 阶 导 数 

函数 的 二 阶 和 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导 数 。 

6. 一 元 函数 可 导 与 可 微 的 关系 

函数 y 三 f(z) 在 点 ze 处 可 导 全 函数 y 二 f(z) 在 点 zo 处 可 微 。 
7. 微分 的 几何 意义 


当 自 变量 x 有 增 量 Az 时 ,曲线 y 二 f(x) 在 对 应 点 PCz,y) 处 的 切线 的 纵 坐 标的 改 


8. 微分 四 则 运算 法 则 
(1) d(utv)=dutdv 


(2) d(uv)=vdutudv 
(3) d(Cu)=Cdu 


CD = (v(x)A0) 


v 


9. 中 值 定理 


1) 罗 尔 (Rolle) 定 理 
如 果 函 数 f(z) 满足 : 在 闭 区 间 [a.5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 , 在 区 间 两 个 端 
点 的 函数 值 相 等 , 即 f(a) 二 了 (5), 则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 
FD =0 (GSES 


2) 拉 格 朗 日 中 值 定理 
如 果 函 数 /(z) 满 足 : 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 , 则 在 区 间 (a,6) 
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内 至 少 存在 一 点 ,使 
f(D— fa) = FO 0—a) 


Ee (DD—fla)_, 
或 一 人 =/f(8 
3) 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 

如 果 函 数 /(z) 和 g(x) 满足 : 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a.5) 内 可 导 , 并 且 在 
(a,b) 内 每 一 点 处 均 有 g(x) 考 0, 则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 


CO 一 /Ga) _ ff 
g(D)—g(la) 8 (9) 


10. 洛 必 达 法 则 


1) 洛 必 达 法 则 工 

设 函数 /(z) 和 g(xz) 在 点 ze 处 的 某 去 心 邻 域 内 有 定义 , 且 满足 下 列 条 件 : 
(1) lim f(z)=0, limg(x)=0; 

(2) (xz) 和 g(x) 都 存在 ,有 征 g'(x) 隆 0; 

(3) inf (一 A(A 为 有 限 数 或 =)， 


则 
lim £2 一 lim 万 5 = A( 或 co) 
rz 区 (Z) rz-~zo 8 人 
2) 洛 必 达 法 则 工 
设 函 数 /(z) 和 g(z) 在 点 zo 处 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 , 且 满足 下 列 条 件 ; 
(GD lim /(z) 一 covlimg(z) 一 co 
(2) A(z) 和 g(x) 都 存在 , 且 g (zx) 了 0; 
(3) lim re =ACA 为 有 限 数 或 co)， 
则 


lim 人 一 一 lim £2- 一 A( 或 co) 


za BT) zs 8 (LX 
11. 函数 单调 性 的 充分 条 件 


设 函 数 /(z) 在 区 间 (a,5) 内 可 导 , 且 导 函 数 广 (z) 不 变 号 ， 
(1) 车 了 (xz) 记 0, 则 f(z) 在 区 间 (a.6) 内 是 单调 递增 的 ; 
(2) 车 (x) 二 0, 则 f(z) 在 区 间 (a.5) 内 是 单调 递减 的 。 


12. 函数 的 极 值 定义 


设 函 数 y= 二 f(z) 在 U(zo) 内 有 定义 ,对 于 任意 的 TEU(zo): 
(1) 车 f(z) 达 f(zo), 则 称 f(xo) 是 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 ; 
(2) 车 f(z) 放 f(zo), 则 称 F(zo) 是 函数 f(z) 的 一 个 极 小 值 。 
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13. 函数 取得 极 值 的 必要 条 件 


设 函 数 f(z) 在 点 ze 处 可 导 , 并 且 在 点 ze 处 f(z) 取得 极 值 , 则 它 在 该 点 的 导数 
f(z0)=0, 


14. 函数 取得 极 值 的 第 一 充分 条 件 


设 函 数 y= 二/(z) 在 U(zo) 内 可 导 , 且 f(xo) 二 0。 

(1) 车 XEU-(z0O) 时 了 (xz)>0, 且 xEU+(z0) 时 (xz) 过 0, 则 函数 f(x) 在 zo 处 取 
得 极 大 值 ; 

(2) 车 ZEU- (x0) 时 了 (zx) 过 0, 且 xzEUT (zo) 时 了 (x) 之 0, 则 函数 f(z) 在 zo 处 取 
得 极 小 值 ; 

(3) 若 z 在 zo 的 左 、 右 两 侧 时 , 恒 有 (zx) 放 0 或 恒 有 (zx) 二 0, 则 函数 f(z) 在 zz。 
处 没有 极 值 。 


15. 函数 取得 极 值 的 第 二 充分 条 件 

设 函 数 /(z) 在 点 ze 处 具有 二 阶 导数 , 且 广 (zo) 一 0。 

(1) 当 zo) 过 0 时 ,函数 /(z) 在 点 ze 处 取得 极 大 值 ; 

(2) 当 (xo) 之 0 时 ,函数 f(z) 在 点 ze 处 取得 极 小 值 。 

16. 曲线 的 凹凸 性 定义 

如 果 曲 线 弧 位 于 它 每 一 点 的 切线 的 上 方 , 则 称 此 曲线 弧 是 目的 ; 如 果 曲 线 弧 位 于 它 
每 一 点 的 切线 的 下 方 , 则 称 此 曲线 是 凸 的 。 

17. 曲线 凹凸 性 的 判别 法 

设 函 数 /(z) 在 区 间 (a,5) 上 具有 二 阶 导 数 /”(x)。 


(1) 当 (zx) 记 0 时 ,曲线 弧 在 该 区 间 上 y= 二 f(z) 是 目的 ; 
(2) 当 (xz) 二 0 时 ,曲线 弧 在 该 区 间 上 y= f(z) 是 凸 的 。 


18. 曲线 的 拐点 定义 
连续 曲线 的 凹 弧 与 凸 弧 的 分 界 点 , 称 为 曲线 的 拐点 。 
19. 拐点 的 判别 法 


设 函 数 y= 二 f(z) 在 区 间 (a,5) 上 具有 二 阶 连续 导数 六 (>z) 。 

(1) 车 zo 是 (a: 相 内 一 点 , 汝 (zx) 在 zo 附近 的 左边 和 右边 异 号 时 ,点 (zo ,f(zxo)) 是 
一 (zxz) 的 一 个 拐点 ; 

(2) 若 z 是 (a:0) 内 一 点 , 当 大 (z) 在 ze 附近 的 左边 和 右边 同 号 时 ,点 (ze,FCzo)) 不 
是 y 二 f(z) 的 一 个 拐点 。 


24 大 学 


数学 ( 微 积分 ) 学习 辅 导 


水 平 


20. 曲线 的 渐 近 线 定义 
(DD 车 lim /(z)=A 或 lim /(z) 二 B, 则 称 直线 y=A 或 y=B 为 曲线 y 二 J(x) 的 
(2) 若 lim f(x) 二 "或 lim f(x) 二 吕 , 则 称 直线 zx 二 zo 为 曲线 y 二 f(z) 的 错 直 渐 


近 线 。 


成 本 


收入 


的 利 


21. 边际 与 边际 分 析 


边际 成 本 的 经 济 含义 是 : 当 产 量 为 gq 时 ,再 生产 一 个 单位 产品 所 增加 的 成 本 。 边 际 
就 是 总 成 本 函数 关于 产量 g 的 导数 。 

边际 收入 的 经 济 含义 是 : 当 销售 量 为 4 时 ,多 销售 一 个 单位 产品 所 增加 的 销售 收入 。 
函数 关于 销售 量 4 的 导数 就 是 该 产品 的 边际 收入 。 

边际 利润 的 经 济 含义 是 : 当 销 售 量 为 g 时 ,再 多 销售 一 个 单位 产品 所 增加 (或 减少 ) 
润 。 利 润 函 数 关 于 销售 量 g 的 导数 就 是 该 产品 的 边际 利润 。 


22. 需求 弹性 公式 


Q dp 
23. 弧 微 分 公式 
ds 一 十 V1 十 y2: dz 
24. 曲率 公式 
二 | 这 


25. 曲率 与 曲率 半径 的 关系 


曲率 KCK 云 0) 与 曲线 在 点 M 处 的 曲率 半径 o 的 关系 为 


二 让 = 
pe- -3 


2.3 ”学习 要 点 


导数 


一 元 函数 微分 学 是 高 等 数学 研究 的 主要 对 象 之 一 ,因此 ,在 学 习 过 程 中 ,应 切实 理解 
的 概念 ,会 求 曲 线 的 切线 ,熟练 掌握 求 导数 的 方法 (导数 基本 公式 、 导 数 的 四 则 运算 法 


则 ,复合 函 数 求 导 法 则 、 隐 函数 求 导 法 、 对 数 求 导 法 ); 会 求 简单 函数 的 高 阶 导数 ; 了 解 微 


分 的 


概念 ,掌握 求 微 分 的 方法 ; 理解 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 中 值 定理 及 其 几何 意义 ; 熟练 掌 
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握 使 用 洛 必 达 法 则 求 各 种 未 定式 的 极限 的 方法 ; 掌握 函数 单调 性 的 判别 方法 ; 掌握 求 函 
数 的 极 值 . 最 值 的 方法 ; 掌握 利用 导数 判断 曲线 止 凸 性 的 方法 ,会 求 曲线 的 拐点 ; 了解 边 
际 及 弹性 概念 ,掌握 求 经 济 函 数 边际 和 边际 值 的 方法 ; 掌握 求 需求 弹性 的 方法 ; 掌握 求 
曲率 和 曲率 半径 的 方法 。 


2.4 例题 增补 


例 2-1 设 Fa) 一 es sinz, 求 了 (0)。 
分 析 熟 记 导 数 定 义 (0)=lim 人 于 人 一 人 中 ,又 已 知 f(0)=e?sin0==0, 则 


大 (0) = im evYCn sin(Az)—0 lime Ys” sin(Az) _ 1 
Ar 一 0 此 天 es Az 


例 2-2 已 知 丽 数 y=/(z) 的 图 像 在 点 M(1,/(1)) 处 的 切线 方程 是 > 一 二 xz 十 2, 则 
f(D+fF = # 
分 析 因为 k= 去 ,所 以 (1 一 立 。 


由 切线 过 点 M(1,/(1))， 又 /GD = 号, 可 J 得 M 的 纵 坐 标 为 号 。 故 


ee =3 


1 
2 
例 2-3 已 知 y=x Vz 一 cos2”, 求 y。 
分 析 解答 本 题 应 先 化 简 ,x Vz = 二 zx? , 且 cos2* 可 看 成 由 cosu 和 4 二 2* 复合 而 成 的 
函数 ; 再 利用 复合 函数 求 导 法 则 求 导 。 使 用 导数 公式 (2*) 一 2*ln2 时 容易 忘记 1n2, 因 此 
指数 函数 的 导数 要 记 熟 。 求 得 


区 一 总 二 十 2x(ln2)sin2* 
例 2-4 设 /(z)=2 站 z' 求 六 (1)。 
分 析 ep 
Fa 2 1 = 2 2 Il) —1 
再 利用 复合 函数 求 导 法 可 得 


fr) 2 (2—1nz)™ (2— 1nz)’ 202 ma 人 = 2: (2 la 
则 求 得 GD= 全 -于 

例 2-5 设 方程 xsin(zy) 一 cos(z 一 y) 一 0 隐 含 y= 二 f(x), 求 y。 

分 析 方法 1: 利用 隐 上 函数 求 导 法 。 将 方程 两 端 同 时 对 工 求 导 , 并 在 求 导 过 程 中 将 
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> 看 成 是 x 的 函数 , 即 遇 到 含有 > 的 项 , 先 对 y 求 导 ,再 乘 以 y 对 xz 的 导数 y ,得 到 一 


含有 y 的 方程 式 : 
sin(zy) 十 zcos(zy)(y 十 zy )+sin(r—y)(1—y)=0 
然后 从 中 解 出 y 


就 sin(zy) 十 zycos(Czy) 十 sin(Z 一 y) 
zzcos(zy) — sin(z— y) 


方法 2: 考虑 函数 y 二 f(z) ,导数 f(z) 可 以 看 成 函数 的 微分 dy 与 自 变 量 微分 dz 的 
商 ,因为 在 微分 运算 中 不 必 分 辨 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 , 所 以 可 用 微分 来 计算 隐 函 数 的 导 
数 。 两 边 微 分 可 得 
sin(zy)dz 十 zcos(Czy)(zdy 十 ydz) 十 sin(z 一 y)(dz 一 dy) 一 0 


整理 得 
[zzcos(Czy) 一 sin(z 一 y)]dy [sin(Czy ) 十 zycosCzy) 十 sin(z 一 y)]dz 
即 有 
dy sin(Zzy) 十 zycosCzy) 十 sin( 工 一 y) 
dr 的 一 (过 一 施 


例 2-6 设 > 一 ze ,zz 二 0 
分 析 由 于 函数 中 含有 等 指 函 数 顶 , 故 先 将 方程 两 边 同 时 取 自 然 对 雪 , 这 衬 函数 就 转 
换 成 乘积 形式 ,Iny=zlnz 十 2z。 然 后 应 用 隐 范 数 求 导 法 求 导 : 
a 一 lnz 十 3 


从 而 解 得 
光一 (lnz 十 3)z=e2 
例 2-7 求 函 数 y 一 er“ 的 微分 dy。 
分 析 利用 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ,将 arccos Vz 看 成 中 间 变 量 ,得 
dy = es darccos VT 


再 将 Vz 看 成 中 间 变 量 ,得 


即 


二 ui 。 一 1 。 】 dr min 。 1 和 
全 人 VI—z 2Vz PT 
例 2-8 已 知 FCz)=azs 十 3z2 一 Z 十 1 在 R 上 是 减 函 数 , 求 a 的 取 值 范围 。 
分 析 函数 /(zx) 的 导数 为 六 (z)=3azz 十 6z 一 1。 对 于 xzER 都 及 (z) 一 0 时， 


a=0 
f(z) 为 减 函 数 。 由 see tor—1<0(rE RT , 解 得 a 二 一 3。 
A=36 十 12a<0 


所 以 , 当 a 二 一 3 时 ,函数 /(z) 对 zxER 为 减 函数 。 
又 当 a= 一 8 时 ; 了 (zx)= 一 3z' 十 3 一 x 十 1 3 (> 时) 十 号 ,由 函数 > 心 在 了 R 


3 
上 的 单调 性 ,可 知 当 a 一 一 3 时 ,函数 /(z) 对 xER 为 减 函数 。 
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当 a> 一 3 时 ,函数 F(z) 在 R 上 存在 增 区 间 ,所 以 , 当 a> 一 3 时 ,函数 f(z) 在 R 上 不 
是 单调 递减 函数 。 

由 上 述 可 知 : a 过 一 3。 

例 2-9 设 函 数 f(x)==2z? 十 3ax? 十 3bx 十 8c 在 z==1 及 xz 一 2 时 取得 极 值 。 

(1) 求 a,b 的 值 ; 

(2) 车 对 于 任意 的 zE[0,3], 都 有 /f(z)<=e? 成 立 , 求 c 的 取 值 范围 。 

分 析 

(1) 因为 函数 f(z) 在 zx=1 及 z=2 取得 极 值 , 则 有 f/f (1)==0, (2)==0。 又 
(xz)==6x? 十 6ax 十 35, 则 有 

6 十 6e 十 30 一 0 
24 十 12a 十 35 一 0 

解 得 a=—3, b=4 

(2) 由 (1) 可 知 ,jz) 一 2zs 一 9z2? 十 12z 十 8c, 且 

f(z) 一 62 一 18z 十 12 一 6(z 一 1)(z 一 2) 

当 xzE(0,D 时 ,f(z)>0; 

当 zE(1,2) 时 ,了 (zx)<0; 

当 xzE(2,3) 时 ,了 f(z)>0。 

所 以 , 当 z=1 时 ,f(z) 取 得 极 大 值 /(1)==5 十 8c。 

又 f(0)==8c,f(3) 二 9 十 8c, 则 当 xzE[0,3] 时 ,f(zx) 的 最 大 值 为 F(3) 一 9 十 8c。 

因为 对 于 任意 的 xE[0,3], 有 /f(z) 二 ec? 恒 成 立 , 因 此 有 

9+8c<e 

解 得 c< 一 1 或 c>9 

因此 ,c 的 取 值 范围 为 (一 cc ,一 1L)U(9, 十 co) 。 

例 2-10 设 需求 量 Q 对 价格 p 的 函数 为 Q(p) 二 3 一 2Vp , 求 需求 弹性 Eu 。 

分 析 解 本 题 需要 熟 记 需求 弹性 的 定义 : 


/ 1 
由 于 Q(p)== 一 一 , 则 
og Vp 


Ea 


在 a) 5 [ 方 )= 局 
2.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 2-1 


4. 证 明 函 数 /(z) 二 Vz 在 点 x 二 0 处 连续 ,但 /(z) 在 点 z=0 处 不 可 导 。 


28 ”大 学 数学 ( 微 积分 ) 学 习 辅导 


要 


证 明 因为 /(z)= 二 Vz 是 基本 初等 函数 ,所 以 F(z) 在 定义 域 ( 一 c, 十 cc) 内 处 处 连 
续 。 考 虑 f(z) 一 全 在 点 zx 一 0 处 的 导数 为 


Ay _ f(0+Ax)—f(0) _ WAx 1 
Arz Ar Az 5 


， f(0+Azx)— /(0) 
Md Ax 


ff (0) 


所 以 ,函数 f(x) 二 VI 在 点 x 二 0 处 连续 ,但 /(z) 在 点 z=0 处 不 可 导 。 
证 毕 。 


习题 2-4 


1. 验证 函数 f(x) 二 x? 一 xz 在 区 间 [ 一 1,1] 上 满足 罗 尔 定律 。 

解 因为 /(z)==x’ 一 x 是 多 项 式 , 所 以 /(x) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 连续 ; 由 于 f(x)= 
3z? 一 1, 所 以 (zx) 在 区 间 ( 一 1,1) 内 可 导 ; 又 /( 一 上) 二/(1) 二 0, 所 以 函数 f(x) 满足 罗 
尔 定理 的 3 个 条 件 。 


WE 
一 兴 


令 了 (zx)=3z: 一 1=0, 可 得 & E( 1.1) ,因此 可 取 6 一 准 或 6 一 一 监 使 得 


f° (=0。 
3. 证 明 : 当 z>>0 时 ,ln(1 十 z)<zr。 
证 明 设 /(z)==In(1 十 zx), 显 然 /(z) 在 区 间 [0.xz] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 
件 , 故 
fz)—f0) = f(r 0) (0 二 和 一 7z) 


又 /(0)=0,/ (8)= 1 ,代入 上 式 得 


1+é 
ln(1 十 xz) = Te < (0<é<z) 
即 ln(1 十 z)<z (zx>0) 
证 毕 。 


4. 验证 函数 /(z) 一 二 在 区 间 [1,2] 上 是 否 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 。 若 满足 ， 
求 适合 定理 的 $ 值 。 
解 因为 /(z) 二 士 是 初等 函数 ,在 区 间 [1,2] 上 连续 ,上 且 在 开 区 间 (1,2) 内 可 导 , 且 


了 (2) 一 一 二, 所 以 函数 /(z) 一 二 在 区 间 [1,2] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 。 由 拉 格 


朗 日 中 值 定理 得 
2) 一 Fl) = (2 —1) 
本 
即 pe £2 
解 得 eV2 
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习题 2-6 
3. 证 明 ; 当 z>1 时 ,2VE>3 一 二 。 


证 明 令 7CD=2V5 一 ( 3- 十, 只 要 证 zz) 二 0(Cz>>1) 即 可 。 由 于 


~ 1 1 LL 
tr =D 
y FP zo . 


当 z>1 时 ,及 (z)>0, 所 以 /(z) 单 调 递 增 , 又 F(1) 王 0, 于 是 , 当 z>>1 时 ,有 
f(z) 二 >f(1)=0 
因此 , 当 z>1 时 ,有 


2Vz 一 一 > 0 
即 2E>3 一 二 (xz>1) 


证 毕 。 

4. 求 下 列 函 数 的 极 值 。 

(4) f(z)=(z’—1):+1 

解 ”函数 的 定义 域 为 (一 co ,十 co), 广 (z) 一 6z (zx! 一 1)?, 令 (x)=0, 得 驻 点 为 

Zl 一 一 1， zz 一 0， zs 一 1 

又 PCz)= 王 6(z2 一 1)(5z2 一 1), 得 六 (0)= 王 6>0, 六 (一 1)= 放 (1) 王 0。 根据 函数 取得 极 
值 的 第 二 充分 条 件 可 知 ,函数 /(z) 在 xz; 二 0 处 取得 极 小 值 /(0) 二 0。 

在 过 二 一 1 和 xz 二 1 处 ,用 函数 取得 极 值 的 第 二 充分 条 件 无 法 进行 判定 ,而 要 利用 函 
数 取得 极 值 的 第 一 充分 条 件 进行 判定 。 

因 在 z= 一 1 的 某 个 去 心 邻 域内 , f(x) 二 6x (zx? 一 1)* 过 0, 故 函数 /(z) 在 z= 一 1 
处 无 极 值 。 同 理 , 函 数 /(z) 在 zx; 二 1 处 也 无 极 值 。 


习题 2-7 


和 二 36z 
4. 作 函 数 y= 二 1 十 二 37 的 图 形 。 


解 ” 函 数 的 定义 域 为 (一 = ,一 3) U (一 3, 十 cc=) 。 
= 1 
Ft = te 


了 (zx) 二 0 的 根 为 z= 二 3,/”(z) 二 0 的 根 为 xz 二 6。 函 数 间 断 点 为 zx 一 一 3。 
列表 讨论 ( 见 表 2-1)。 


表 2-1 

z (=o0,—3) | (—3;3) 3 (3,6) 6 (6, 十 co) 
f(z) = 十 0 = Ss es 
f(x) 0 十 
fz) 和 r 极 大 》 拐点 \ 
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记号 7 表示 曲线 弧 上 升 且 是 凸 的 ,+ 表示 曲线 弧 下 降 且 是 凸 的 ,/ 表 示 曲 线 弧 上 升 且 是 
目的 改 表示 曲线 弧 下 降 且 是 凹 的 。 

由 于 lim yz) 一 1，lim /KGz) 一 一 2, 所 以 图 形 有 一 条 水 平 渐 近 线 > 一 1 和 一 条 销 直 渐 
= 

列表 计算 出 图 形 的 特殊 点 ( 见 表 2-2)。 


表 2-2 
工 15 9 1 0 3 6 
f(x) 11/4 8 8 1 4 11/3 


zx 


结合 上 面 的 结果 ,就 可 以 画 出 > 一 1 十 的 图 形 ,如 图 2-1 所 示 。 


习题 2-8 


1. 设 生 产 某 种 产品 z 个 单位 时 的 成 本 函数 为 C(z) 二 0.25x? 十 6x 十 100( 万 元 ), 求 : 
(1) 当 z 二 10 时 的 总 成 本 ,平均 成 本 和 边际 成 本 ; 

(2) 当 产 量 z 为 多 少时 ,平均 成 本 最 小 ? 

解 (1) C(10) 王 100 十 0.25X10: 十 6X10 王 185( 万 元 ) 


5ao0= 其 + 25X10 十 6 二 18. 5( 万 元 ) 


C'(10)==0.5X10 十 6==11( 万 元 ) 
(2) 当 z 王 20 时 ,平均 成 本 最 小 。 


总 习题 2 


1. 选择 题 。 
(1) 函数 y 一 |zl 十 1 在 xz 一 0 处 ( 和 
A. 无 定义 B. 不 连续 C. 可 导 D. 连续 但 不 可 导 
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2%+41 zx<0 
(2) 设 函 数 f(x) 二 ; 则 f(z) 在 点 ==0 处 ( )'s 
Ei Zz 二 0 
A. 没有 极限 B. 有 极限 但 不 连续 
C. 连续 但 不 可 导 D. 可 导 
(3) 设 函 数 > 一/(z) 可 微 , 则 当 Az 一 0 时 ,Ay 一 dy 与 Az 相 比 ,( Xj 
A. Az 的 等 价 无 穷 小 B. Arz 的 同 阶 无 穷 小 
C. Az 的 高 阶 无 穷 小 D. Az 的 低 阶 无 穷 小 
(4) 函数 y= 二 x 一 xz? 的 单调 增 区 间 是 ( 二 
A. [-= -号 ) BE. (4 
3 8” 
人 @ (G+) BD: (0;+05) 
(5) 函数 f(z)= 去 (er 十 e*) 的 极 小 值 点 是 ( 对 
A.1 | (ol D. 不 存在 


2. 填空 题 。 


sn 于 +) 

(1) 已 知 (sinz) 一 cosz, 利 用 导数 定义 求 极限 lm 2 全 
一 3Az) 一 F(zo) _ 

Arz 2 
(3) 函数 /(z)=lnz 在 zx=1 处 的 切线 方程 是 
(4) 设 /( 二 ]=z, 则 f(z)= 
(5) 函数 /(x) 二 sin(cosz”), 则 (x)= g 
(6) 设 函 数 f(x) 二 lncosz, 则 二 阶 导数 /”(zx) 二 
(7) d(Carctan2z) 一 ,d[ln(sin2x)]= 
(8) 函数 F(z) 王 好 十 az 十 3z 一 9, 已 知 f(z) 在 x= 一 3 对 取得 极 值 。 则 a= 
(9) 设 需求 量 9 对 价格 p 的 函数 为 ga(p) 二 100e 于 , 则 需求 弹性 Es 二 
3. 判断 题 。 
(1) 车 f(z) 在 点 zz 处 可 导 , 则 f(x) 在 点 ze 处 连续 。 
(2) dy 是 曲线 y= 二 f(z) 在 点 (zo ,zso)) 处 的 切线 纵 坐 标 对 应 于 Az 的 改变 量 。 
(3) 函数 >=/z) 在 点 zo 处 可 微 的 充 要 条 件 是 函数 在 点 ze 处 可 导 。 
(4) 极 值 点 一 定 是 驻 点 。 
(5) 函数 y= 二 |z| 在 点 x==0 处 连续 且 可 导 。 
4. 计算 题 。 
(1) 求 函数 y 一 arctan M1 十 zx? 的 导数 。 
(2) 求 由 方程 x 十 y 一 e* 十 e* 二 0 所 确定 的 隐 函 数 y= 二 f(z) 的 导数 。 


(2) 如 果 /Gz 一 4 则 lim 全 


一 一 一 一 一 
Wy i 3 
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(3) 设 y 一 ze ; 求 y。 
(4) 求 由 方程 > 一 cos(Cz 十 y) 所 确定 的 隐 范 数 y= 二/(z) 的 二 阶 导数 y 。 


5. 求 极限 。 
,元 一 关 下 交 i 
ee WO 
(3) mm 人 (二 -让 ] (4) lim(aE 一 Dz (a>0) 
2 一 LT lnz By 
(5) lim(1+z)* (6) lim (z+er)? 
6. 应 用 题 。 
(1) 求 函数 f(z) 二 zx? 一 3z? 一 9z 十 1 的 单调 性 、 极 值 与 极 值 点 .凹凸 区 间 及 抛 点 。 


(2) 某 厂 生产 一 批 产品 ,其 固定 成 本 为 2000 元 ,每 生产 一 吨 产品 的 成 本 为 60 元 ,对 
这 种 产品 的 市 场 需求 量 为 g 二 1000 一 10p (gq 为 需求 量 ,p 为 价格 )。 试 求 : 成 本 函数 , 收 
入 函数 ; 加 产量 为 多 少 吨 时 利润 最 大 ? 


(3) 设 某 产 品 的 总 成 本 函数 和 总 收入 函数 分 别 为 C(x) 一 3 十 2VZ 和 R(x) 一- 宇 7 ,其 
中 之 为 该 产品 的 销售 量 , 求 该 产品 的 边际 成 本 、 边 际 收入 和 边际 利润。 
(4) 某 产品 的 需求 量 Q 与 价格 的 函数 关系 为 Q=1600 (十 】, 求 当 p=3 时 的 需求 


价格 弹性 。 
(5) 求 立方 抛物 线 y==azx’ (a 二 0) 上 各 点 处 的 曲率 ,并 求 z=a 处 的 曲率 半径 。 


答案 


1. DD (WBA (WC (MB (HC 


0 Wl ey= 《WB 了 (5) —3zx?* sinx’ 。 cos(cosx’) 


es 2 eds _b 
(6) 一 secsz (7) Tezdz,2cot2zdz (8) 5 (9) —3 
haa WW CY MR 
4. (1) y=——— oo 
> eh Ed 
= 
(2) 于 】 


le 


(3) y =x elnztE] 


7 —sin(x+y) ; cos(Z 十 y) 
By 1 十 sin(Cz 十 y)“ 2 [1+sin(z+y) 
5 ~ = (4) lna (5)e (6) e 


6. (1) 函数 f(x) 二 x? 一 3zx? 一 9zx 十 5 的 单调 递增 区 间 是 (一 ,一 1)U (3, 十 ce) , 单 
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调 递减 区 间 是 (一 1,3); 极 大 值 是 /( 一 1)==6, 极 小 值 是 /(3) 一 一 26; 极 值 点 为 ri 一 1， 
Zs 二 3; 凸 区 间 是 (一 2 ,1), 止 区 间 是 (1, 十 cc); 拐点 是 (1, 一 10)。 


(2) @ 成 本 函数 为 C(g) 二 2000 十 60g; 收入 函数 为 R(g) 二 pg (ao a 100g 


| 
109® 


@ 利润 函数 为 上 Cg) 一 RCg) 一 CCg) 一 404 一 证 
因为 4 一 200 是 定义 域内 唯一 的 驻 点 ， 所 以 当 产 量 为 200 吨 时 利润 最 大 。 


人 okie We 
(3) 边际 成 本 为 C(x) 一 二， 边际 收入 为 R'C(z) 一 tz 二 Jy。 


利润 函数 为 L(x)=R(z) 一 C(z) 站 2\E 一 3。 
2 
(zt 


2000。 令 L'(g)= 二 0, 得 g= 二 200。 


边际 利润 为 L'(z)== 


(4) 丙 = 志 “QQ (p)=—2pln2, Es(3)=—2X3XIn2=—6ln2 


一 元 国 数 积分 学 


3.1 基本 要 求 


(1) 理解 原 函数 的 概念 、 不 定 积分 的 概念 . 定 积 分 的 定义 及 其 几何 意义 。 

(2) 熟练 掌握 不 定 积分 的 基本 性 质 与 基本 积分 公式 。 

(3) 熟练 掌握 计算 不 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 

“(4) 会 求 有 理 函 数 的 不 定 积分 。 

(5) 熟练 掌握 定 积分 的 基本 性 质 、 微 积分 基本 公式 、 变 上 限定 积分 及 其 导数 、 牛 屯 
莱 布 尼 茨 公式 。 

(6) 熟练 掌握 计算 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 

(7) 会 求 无 穷 限 的 反常 积分 。 

“(8) 熟悉 定 积分 在 几何 和 物理 上 的 应 用 。 


3.2 内容 提 要 


1. 原 函 数 及 不 定 积分 的 定义 

1) 原 函 数 

设 f(z) 是 定义 在 区 间 关上 的 已 知 函 数 , 车 存在 函数 F(x) ,使 得 

iz)= fz) 或 dE = F(z)dr 

则 称 F(x) 为 F(z) 在 区 间 X 上 的 一 个 原 函 数 。 

2) 不 定 积分 的 定义 

函数 /(z) 的 全 体 原 函 数 称 为 f(z) 的 不 定 积分 , 记 作 | 7(z)dz。 其 中 ,| 为 积分 号 ， 
/(z) 称 为 被 积 函数 ,zx 称 为 积分 变量 , (zx)dz 称 为 被 积 表达 式 。 

3) 不 定 积分 的 几何 意义 

不 定 积分 | /Cz)dx 在 几何 上 表示 沿线 > 一 F(z) 沿 y 轴 上 下 平移 一 定 的 距离 而 得 到 
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的 一 组 积分 曲线 。 
2. 基本 积分 表 
(1) = (CR 为 常数 ) 
_ 
C2) | wrdz=2 tC (a#=l) 
way Ta =ialal4e 


z 

(4) [ardz=E+C 
(5) | eedz=e 十 C 

(6) | 


(7) | sinzdz 王 一 cosz 十 C 


(8) | dz 一 | seczzdz 一 tanz 十 C 


CoS 


1 


sin 工 


(9) dz=| csczzdz 一 一 cotz 十 C 
(10) | secztanzdz 一 SecZr 十 C 
(11) | csczcotzdz 一 一 cscz 十 C 


1 四 本 
(12) | I+ dz 一 arctanz 十 C 


G3) | 有 = arcsinz 十 C 
以 上 积分 基本 公式 是 积分 运算 的 基础 ,必须 熟 记 。 
3. 不 定 积分 的 性 质 

Cy [we] = /sf nade = f(z)+C 
(2) [tre 士 g(z)]dz = | reopaz 上 [scodz 
(3) [orcodz = #| /Cdr (kk 为 常数 , 且 k 关 0) 
4. 不 定 积分 的 计算 方法 


1) 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 
设 /(w) 具 有 原 函 数 F(w), 则 
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要 


tg) Cdr 一 [rrecoldarcm | reod Fl F[p(Cz)] 十 C 


2) 第 二 换 元 积分 法 
设 z 二 gp(1) 是 单调 的 ,可 导 的 函数 ,并 且 gg (7) 关 0; 又 设 f[g(1)]yg (1) 具 有 原 函 数 
下 (0) , 则 


[ewar = |p 1y Wa = 02D)+C= Bg!(z)+C 

其 中 ,i 二 pg 1(z) 是 z==g(1) 的 反 函 数 。 

(1) 简单 根 式 代 换 。 若 被 积 函数 中 含有 一 个 被 开 方式 为 一 次 式 的 根 式 Yaz 和 干 5 时 , 令 
Vaz 干 9 一 :可 以 消去 根 式 , 从 而 求 得 积分 。 

(2) 三 角 代 换 (3 种 公式 )。 一 般 情况 下 : 

如 果 被 积 函数 含有 Var 一 x , 作 代 换 x 二 asinz; 

如 果 被 积 函 数 含 有 Vz 十 a”, 作 代 换 x 二 atant; 

如 果 被 积 函 数 含有 Vx 一 a”, 作 代 换 x 二 asect。 

3) 分 部 积分 法 

| = ww — [udu 


5. 有 理 函 数 的 积分 


(1) 有 理 函 数 的 积分 :〈 部 分 分 式 法 ) 先 将 函数 分 解 成 多 项 式 和 部 分 分 式 之 和 ,然后 
分 项 积分 。 
(2) 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 。 


作 变 换 , 设 wu 二 tan 训 " 则 


2tan 工 2tan 过 
sinz = 2sin 之 cos 之 = 2 2 —_2u 
SO 2 
2 se 114tamn 1 tm 
2 
1 一 tan2 让 
cosz 一 cosz 工 一 sin? 立 a I 
轩 - 2 工 1 十 ze 
SeC 5 


变换 后 原 积 分 变 成 了 有 理 函 数 的 积分 。 
6. 定 积 分 的 定义 


设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 有 界 , 用 点 a 二 zxo 达 xxi 过 zs 过 … 过 z; 达 … 过 zx 二 5b 把 区 间 
[a,6] 分 为 n 个 小 区 间 : 
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[zo sz1], Lz za], , Lei zi), Lrn-i ,xn] 


各 个 小 区 间 的 长 度 为 


Ar 一 二 一 Zr (i=1,2,3,,n) 


在 每 个 小 区 间 [zx;-1,zx:] 上 任 取 一 点 包 (zx;-1 二 和 全 zx;) , 作 乘 积 f(&)Axi(i 二 1,2,…,n) ,并 


作 和 式 S, 一 区 JS)Azi( 也 称 为 积分 和 ) 。 当 ~c 时 ,Ar 中 最 大 者 4 二 max {人 Az; } 趋 


向 了 


F 零 ,S, 的 极限 存在 , 且 极 限 值 与 区 间 [a , 妇 的 划分 方法 及 点 和 的 取 法 无 关 , 则 称 函数 


f(z) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 称 此 极限 值 为 函数 /(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 , 记 作 


|’ 


(z)dz。 即 


; a 
[ea 一 lim > (6)Ari 
后 | 


其 中 ,f(z) 称 为 被 积 函 数 ,[a,0] 称 为 积分 区 间 ,a 称 为 积分 下 限 ,2 称 为 积分 上 限 ,z 称 为 
积分 变量 ,f(z)dz 称 为 被 积 表 达 式 。 


7. 定 积分 的 性 质 


rp b 
| kf(x)dr = 4 f(zdr 


(2) Pere 士 gCZz)]dz [reou 不 [gcdz 
这 一 结论 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 函数 代数 和 的 情况 。 
(3) 对 于 任意 点 c, 有 


[ede = [ewaet | /nar 
CD | dz | 二 宏一 
(5) 如 果 在 区 间 [a.6J 上 , 恒 有 f(z) 三 0, 则 
[EE >0 (a<b) 
推论 1: 如 果 在 区 间 [a,5]J 上 , 恒 有 f(x) 二 g(x), 则 
[eae 去 | ecodz (a<b) 


推论 2: [rwar < yp ld (< 
(6) 设 M 及 m 分 别 是 函数 f(x) 在 区 间 [a.65] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 , 则 
m(b—a) 二 | /War< MG 


(7) (积分 中 值 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a.5] 上 连续 , 则 在 区 间 [a,5] 内 至 少 存在 


一 点 ,使 得 


b 
[rear = f(b—a) (a<é<0) 
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8. 变 上 限 的 定 积分 的 定义 
如 果 函 数 /(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 积分 上 限 函 数 
ez) = Od (a<zr<h) 
在 [a,5jJ 上 可 导 , 且 B(x) 的 导数 等 于 被 积 函 数 在 积分 上 限 zx 处 的 值 , 即 
B(x) 一 oa] = f(z) 人 二 二 二 下 
9. 微 积分 基本 定理 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,上 且 F(z) 是 /(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 
| reod = F(b) — F(a) 
上 述 公 式 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 ,也 称 为 微 积分 基本 公式 。 
10. 定 积 分 的 计算 方法 
1) 定 积分 的 换 元 积分 法 
设 函 数 /(zx) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,如 果 函 数 z 二 p() 满 足下 列 条 件 : 
(1) 当 1=a 时 z=g(a)=a, 当 1=B 时 z=pg(B)=b; 
(2) 当 4 在 [a,Bj] 上 变化 时 ,zx 二 gp(1) 的 值 在 [a,5] 上 变化 ; 


(3) pg (1) 在 [a,B8] 上 连续 ， 
则 有 换 元 积分 公式 


[revar = [Ep a 
使 用 定 积分 换 元 积分 公式 时 须 注意 “ 换 元 必 换 限 ”。 
2) 定 积分 的 分 部 积分 法 
设 u 二 u(xz) 与 v= 二 v(xz) 在 区 间 [a,6] 上 有 连续 导 函 数 w (x),v(z), 则 有 分 部 积分 
公式 : 


b b 
| udv = [uv]: -| vdu 
11. 无 穷 积 分 
十 co b 
| 三 (z)dz 一 lim | f(z)dzr 
a b+ a 
b b 
『 f(z)dr = lim | f(zdr (a<=b) 
HH 0 四 
| f(x)dr = lim | Jp 二 十 tm | f(x)dr 
-~ a——oo a b+ o 


无 穷 积分 | f(z)dz 收 做 全 lim | f(z)dz 与 Jim| f(z)dz 都 存在 。 
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12. 定 积分 在 几何 学 及 经 济 学 中 的 应 用 


1) 平面 图 形 的 面积 
(1) 直角 坐标 情形 。 由 曲线 y 二 f(x) (f(x) 宇 0) 和 直线 x 二 a,x 二 bl(a 二 5),y 二 0 所 
围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 为 


SS= [rwar 一 | yar 
当 f(x) 二 0 时 ,平面 图 形 的 面积 为 
S$= to repadz 一 | reodz 


由 连续 曲线 y 王 f(z),y 二 g(x) (f(x) 之 g(x)) 与 直线 zx 二 a,zx 二 b 所 围 成 的 平面 图 形 
的 面积 为 


S [eaz ecouz re g(Cz)]dz 
由 连续 曲线 zx 一 p(y) ,z= 二 J(y) (p(y) 宇 %(y)) 与 直线 y= 二 c,y 二 d 所 围 成 的 平面 图 形 
的 面积 为 
汐 王 | crew — yy) dy 


(2) 极 坐标 情形 。 

2) 体积 

(1) 旋转 体 的 体积 。 

(2) 平行 截面 为 已 知 的 立体 的 体积 。 
“3) 平面 曲线 的 弧 长 

(1) 直角 坐标 情形 。 

(2) 参数 方程 情形 。 

(3) 极 坐 标 情形 。 

4) 经 济 应 用 问题 举例 

略 。 


13. 定 积分 在 物理 学 中 的 应 用 


(1) 变 力 沿 直线 所 作 的 功 。 
(2) 水 压力 。 
《3 31 


有 3 学 习 雪 点 


本 章 的 重点 是 不 定 积分 及 定 积分 的 计算 。 首 先 要 理解 原 函 数 、 不 定 积分 、 定 积分 和 积 
分 上 限 函 数 的 概念 ,熟练 掌握 用 不 定 积分 的 基本 性 质 与 基本 积分 公式 求 不 定 积分 的 方法 ; 


40 


大 学 数学 ( 微 积分 ) 学 习 辅 导 


要 


掌握 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 ,能 够 应 用 洛 必 达 法 则 计算 带 有 积分 上 限 函 数 的 极限 ; 理解 第 
一 换 元 法 ,第 二 换 元 法 及 分 部 积分 法 的 定义 ,从 而 熟练 应 用 换 元 积分 法 及 分 部 积分 法 求解 
不 定 积分 ,有 些 类 型 的 题目 甚至 要 兼用 换 元 法 与 分 部 积分 法 来 求解 。 其 次 ,理解 定 积分 的 
换 元 法 与 分 部 积分 法 的 概念 ,并 灵活 应 用 换 元 法 及 分 部 积分 法 求解 定 积 分 ; 理解 反常 积 
分 的 概念 ,能 够 计算 无 穷 限 的 反常 积分 ; 理解 元 素 法 的 本 质 及 应 用 ,会 用 元 素 法 求解 一 些 
几何 (平面 面积 ,旋转 体 体积 ) ,经济 (总 收入 、 总 产量 等 ) 及 物理 ( 变 力 沿 直 线 所 作 的 功 、 水 
压力 、 引 力 ) 问 题 。 最 后 ,理解 有 理 函 数 的 概念 ,掌握 有 理 函 数 的 积分 方法 及 掌握 一 些 简 单 
的 可 化 为 有 理 函数 的 积分 类 型 ,并 熟练 应 用 定 积分 计算 平面 图 形 的 面积 ,旋转 体 的 体积 ， 
变 力 沿 直 线 所 作 的 功 ,及 一 些 简 单 的 引力 问题 。 


3.4 例题 增补 


例 3-1 求 不 定 积分 | 二 Tadz。 


分 析 ”本题 要 将 被 积 函 数 0_ 于 Tz 让 -js 拆 成 两 项 相 乘 ， , 即 一 6 二 zs* x ,再 进行 计算 。 


Ed | E ”a 吓 LE 
解 | CT 


]a 上 1) 


(zx 1 


1 
| [a (2 


一 ,由 8 L 
= Bin + +g rytc 


例 3-2 求 不 定 积分 | -dx. 


COS 工 


分 析 将 tanz 写成 Snz ,再 利用 凑 微 分 法 积分 。 


3 


3 2 
解 | tanz dr | 2 dr J cosw) “dcosz = CC 
Veosz cosx Vcosz Veosz 


例 3-3 求 不 定 积分 | S952 一 i024 


cosZ 十 sin 
分 析 这 是 关于 sinz 和 cosz 的 有 理 分 式 的 积分 ,用 “万 能 代 换 ”可 解决 这 类 问题 。 
解 cos27z 一 sin27z _ cos:z— sin’x— 2sinrcosz 
costt sin cosz 十 sinr 


2sinzcosz 十 1 一 1 


cosz 一 sinz 
cost sin 


_ (cosz 十 sinz)2 
cosZ 一 sinz 
cos 工 十 Sin cosz 十 Sin 
2 1 
2sinz 十 人 


四 sin(x 1 至 ] 
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2sinz 十 Peele 
所 以 


cos27 — sin2x 
dr 
cosz sinx 


2cosz + esc (x 小 于 六 cot(z 于 至 ) + 讽 


例 3-4 求 不 定 积分 | -志士 ] lnzdz。 


分 析 用 分 部 积分 法 , 取 lnz 为 w, 而 另 一 因 式 二 志士 ] > 较 繁 , 宜 先 拆 项 化 简 。 


二 1 1 2 
解 z et 


Ls | = 至 +| 2lnz 
| Eitan Fa es 


-oo 
却 lnz) 2|lnz es 
1 Re lnz | 1 
ey al zx] 
i [人 1 3 | 
加 (lnz) = +2 pr dz 
is 
2 一 

. dz 
例 3-5 设 常数 4>0, 求 | 一 一 些 一 
z+ Va—r’ 


分 析 按照 几 种 典型 类 型 换 元 法 中 所 讲 的 方法 换 元 。 
解 令 z=asint, 从 而 Wa’ 一 zx? 二 acost,dzx 二 acosidt, 则 


| dz | cost di 
z+ VE 一 好 sint 十 cost 


Cost— sint | sintt cost 
L | : + di 
2J\sint+cost sint 十 cost 


三 In | siné + cost 上 十 去 (十 C 


加 了 
品 a 于 
丰 


a a 


1 1 i 
zln ~. 2 arcsin 要 + 


= 二 In|z+ VE 一 | 十 去 arcsin 和 十 C 
其 中 ,C=Ci 一 lna。 


ed | 
-6 求 不 -= 
例 3-6 求 不 定 积分 | -de 
解 解法 1: 先 变形 ,再 凑 微 分 。 


| | 入 | MT 万 
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要 


=| VTTzdi+z)—| ee d(1+ x) 


让 


三 攻 本 a 


“ 久 
解法 2: 换 元 法 。 令 V1 十 x =1, 则 1 十 +=t* ,dx 二 2tdi, 可 得 


a a 
| 二 二 入 人 22rd 四 2)d/ 
I , 


se 4 十 C 2 (1 十 z) VITZ PE 
解法 3: 分 部 积分 法 。 
部 一 于 和 
dz= 2|zd( VITz) dz 
| 址 六 “ | 
2(z 1 十 z | I zdz) 2 VIi+z 
2z 1+z a| 矶 Tl +2)—2 1+ 


= 二 一 的 VITz— 人 +z) 和 


VI zzt1—6)+6 $+z) VITz er 


注 一 般 在 计算 不 定 积分 时 ,可 按 如 下 思路 来 考虑 : 
@ 首先 考虑 能 否 直接 积分 ; 
四 其 次 考虑 能 否 “ 凑 ”出 新 的 积分 变量 ,利用 凑 微 分 法 计算 ; 
@ 综合 考虑 被 积 函 数 是 否 为 典型 的 适用 于 第 二 类 换 元 法 或 分 部 积分 的 类 型 。 
例 3-7 求 不 定 积分 | aesine dv。 
分 析 “本题 一 般 用 分 部 积分 法 进行 求解 ,或 者 先 用 变量 蔡 换 化 简 再 用 分 部 积分 法 。 
解 解法 1: 分 部 积分 法 。 
| Msn dr 一 一 Jarcsine de™) 一 一 earcsiner 十 edcaresinen) 


1 


下 一作 


一 一 earcsiner +| dr 


7 
=— € arcsine” +| 
aE 


ee 
1 二 
一 一 
ME 一 工 


一 一 earcsiner 十 ln | 全 十 We™=1 | 寺 守 


解法 2: 先 变量 蔡 换 化 简 , 再 用 分 部 积分 法 。 令 "二 7, 则 zz 一 Ini,dz 一 上 了 di, 可 得 


一 一 earcsiner +| 


四 


| arcslne dr | Sd Jarcsinal 】 


和 
和 arcsint 十 


了 arcsint 十 


1 
arcsint 
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lL 二 
arcsint 


| 一 2 


earcsiner In|e™+ e 
二 
例 3-8 求 不 定 积分 | 二 rd。 


分 析 本 题 要 先 换 元 ,再 转换 成 部 分 分 式 进行 求解 。 


解 令 久 =zz, 则 


du 


i 要 可 
| Da 2 《二 
1 A,B 


到 十 雄 


十 下 


GTD GH) a 
将 上 式 两 端 去 分 母后 ,得 

1= A(u+ D+D)+Bu t+) + Cu 
二 

比较 上 式 两 端 同 次 寡 的 系数 , 即 有 
A+B+C=0 
A+C+D=0 
A+B+D=0 

=1 


即 


A 


从 而 解 得 


所 以 
yl 


十 1 w+l 


十 D)x(ux 十 1) 


2 
| car 2 


| du 
Cas 1 -ay 


CA 二 BFONW 46MAFC+tDL 二 (++B+ DA 
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2 
#2 a pr 


1 nl 1 让 
zlnlul aln lut1l gl 证 玉 farctanu 十 C 


lnz2 + iatz* 十 夫 JR 1 arctanz2 十 C 


arctanz2 十 C 


1 
必 
由 8 1 
8 (z2 十 1)2(z 十 1) 4 
例 39 设 fdlnz) 一 一 Qz , 计 算 Jee, 


分 析 ” 先 利 用 函数 的 表达 式 与 自 变量 的 表示 符号 无 关 求 出 /(z) 的 表达 式 , 再 根据 被 
积 函 数 的 形式 ,通过 分 部 积分 法 求解 。 
解 设 1=lnz, 则 z=e', 于 是 


_ ln(1 二 +e') 
f(0) 证 
从 而 
|reoaz= [ee = 一 |ma es 
二 . 一 Wi ee 
eln(1 y+ | Td e ma+eo 十 | 人 Ts) 


elnxtit+e)+E— hte) 
+ 
例 3-10 利用 定 积分 的 定义 计算 下 列 极限 。 


Dm /1+ 去 itn tt 
n 


分 析 a 
解 (DD tim 二 > i+ 去 | viTzar = [+] 一 过 25 一 1 
0 p 1 \? 1 
C2) lim + | | | rar 二 


例 3-11 求 定 积分 上 


分 析 “由 于 奇 点 z=1E [ 雪 , 子 ,所 以 该 积分 应 拆 开 考虑 。 
| 
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= [arcsin(2zx LD 二 arcsinl 一 0 一 2 


= 和 = 
2 4 
加 人 2 人 = 3) 1 下 一 ln(2 十 V3) 
综 上 可 得 
8) 


dz 
例 312 求 定 积分 | 二 7 二 


分 析 本题 既是 无 界 函 数 的 广义 积分 ,又 是 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 。 考 虑 到 被 积 函 
数 含有 一 次 根 式 , 直 接 作 变 量 代 换 : Vz 一 2 = 二 4, 即 可 转换 为 只 是 无 穷 区 间 上 的 广义 积分 。 
解 令 Yz 一 2=t, 则 z=2 十 2,dz= 二 21di, 于 是 


人 dz 三 21dt i 2d/ 
入 二 山谷 BE o (二 十 9) b+eoot2 十 9 
区 L1” _x 
,mm 3 arctan 3 下 3 


注 广义 积分 同 普通 积分 类 似 , 也 可 以 进行 变量 替换 和 分 部 积分 ,但 对 广义 积分 进行 
加 减 运 算 时 ,应 十 分 小 心 , 因 为 此 时 有 可 能 出 现 “co 一 cc? 的 情况 。 


三 在 区 问 | . 黎 | 的 平 均值， 


例 3-13 计算 函数 > 一 


分 析 Rs WE 


函数 y= 在 区 则 | 全 |r 均值 为 
解 函数 y Rs 平均 值 
2 4 Ea dz ee silt Co 
V3—11 VI 一 地 V3—1§ cost 
2 Li V3+1. 
万 二 [到 ra 12 


gr 
例 3-14 co “, 求 积分 | i 
0 工 天 0 


分 析 先 判定 积分 | /(z)dz 是 定 积分 ,还 是 广义 积分 ,再 进行 计算 。 
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i z=0 We 
解 nF eo| 工 "因为 imf(z) 二 limz?sin 二 二 0 二 (0), 所 以 , 函 
0 zx#0 


数 /(z) 在 z=0 处 连续 ,从 而 在 区 间 [一 1,1] 上 连续 , 故 积分 | /Cz)dz 是 定 积分 。 又 


和 z=0 攻 .于 
so-| 工 为 奇 函 数 ,所 以 定 积分 | JCz)dz 一 0。 
0 天 0 
例 3-15 车/(z)=lim] 于 全 2 , 设 | rcodz = 求人 。 


分 析 先 求 出 /(z) 的 解析 式 , 将 其 在 区 间 [0,2] 上 积分 即 可 。 


ks we lzl<1 
So (0d 
解 ”因为 fz) lin 0 lzl=1 
—w |z|l>1 
2 1 2 
所 以 [pcwar= | zdz 十 | (ad 
0 0 1 


即 k= 一 1。 
例 3-16 求 定 :和 分 | (zs 十 sin2z)cosszrdz。 


分 析 “积分 区 间 为 对 称 区 间 ,首先 应 想到 被 积 函数 的 奇偶 性 ,尽量 利用 奇偶 函数 在 
对 称 区 间 上 的 积分 性 质 简化 计算 过 程 。 


解 ”在 区 间 | 上 ,zcos*x 是 奇 孙 数 ,sin?zcos*z 是 偶 函 数 , 故 


上 (x 十 sin? x)cos’ zdz= 0+2] sin? xzcos’ zdz 


1 


= | sin*2zxdz | | cos4z)dzr 全 
2J。 4J.o 


8 


注 “一般 地 ,假设 /(x) 为 连续 函数 , 则 
| few = beo+rcaldz 
若 F(z) 为 奇 函 数 , 则 
| reodz=。 
车 f(z) 为 偶 函 数 , 则 
| rwar = 2 fea 
例 3-17 求 无 穷 积分 图 arctanz 。 


至 


分 析 ”本题 为 广义 积分 问题 ,计算 方法 与 定 积分 的 计算 方法 类 似 , 可 以 直接 用 分 部 积 
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分 法 或 先 变 量 蔡 换 再 用 分 部 积分 法 求解 。 
解 ”解法 1: 分 部 积分 法 。 
a ned —— | aretanzd (+) 


nn he r i 
加 i zetanz]|, 3 a er 


L3 ee ， 叙 | 多 _ 
4 | 人 1 十 二 ja 


灿 ”re | 
dim [In zln(l 4 21°2] 


Tx 

4 
二 地 流 二 Eh 
一 也 2 In2 十 im ln 于 4 taln2 


解法 2: 作 变 量 替换 :一 arctanz, 则 


入 。 
arctan. 
| dz 一 | tcscitdt =—| Ldcott 
1 3 莹 4 


一 一 [ecot 二 | coud 
和 本 


UL 
4 
注 广义 积分 的 计算 方法 与 定 积分 类 似 , 也 有 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 ,而 且 变量 的 
引入 和 分 部 积分 法 中 uv 的 选取 与 不 定 积分 类 似 。 
10' 


例 3-18 设 菜 产 品 的 总 成 本 为 CCz) 二 400 十 3z 十 方 江 ,需求 函数 为 pb 一 党 ,其 中 


工 为 产量 ,并 设 产 量 等 于 需求 量 ,p 为 单位 产量 的 价格 。 试 求 : (1) 边际 成 本 ; (2) 边际 收 
益 ;(3) 边际 利润 。 

分 析 ”收益 函数 RR 二 px, 由 此 可 计算 出 利润 函数 工 二 R 一 C, 再 按 边际 公式 计算 出 相 
应 的 边际 。 

解 (1) 边际 成 本 为 


和 :i | 
[lnsint] 于 zln2 


C(z)=3+z 
(2) 边际 收益 为 
R'(x) = (100vE) A 
(3) 由 于 边际 函数 
站 = 个 = 候 二 拓 二 (4oo+az+ 去 =] 
三 蔓 员 后 二 (400+3z+ 寺 <) 
故 边际 利润 为 
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3.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 3-1 
2. 求 下 列 不 定 积分 。 


(10) 上 sm 总 dz 


解 sin2 dz | a cosr)dr 3 (ja Jeoszdz) F(z sinz)+C 


2 
(11) |cotzzdz 
解 [eorzar [eserz Ddzr | csczar ha coty—w 人 起 
1 
Cg Sin2 xcos’z 
户 ,Bs | 
第 | 一 | est es zar = | dz+| 有 
Sin2 xcos’z Sin2 rcOS2 工 COS2 工 sin’z 
[sec:zaz + [ese zar taiiz —C6t++ 
Xx:—2,. 
(13) | 所 于 ?dz 
可 二 人 2 [2 二 a | | 过 se 
解 | 干 idz dr ldz 一 3| 一 二 id 立 一 3arctanz 十 C 
[32 十 22 
(14) | 于 写生 dz 
3 | 
解 | 和 x 十 1 
|sedz Jaz+| 型 dz = Zz 一 二 十 arctanz 十 C 
FE 


(15) | cscr(cscr— cotr) dz 
解 [sereser 一 cotz)dz = | csczzdz 一 Jesczcorzdz 一 一 cotz 十 cscz 十 C 


(16) [= dz 


解 [ea | a dz 1 [edz 1 e+C 
e 3 名 
-2 
4. 设 | rzodz = 2sin 于 十 C, 求 f(x), 


.2 


解 因为 | rcz)dz 一 ?sin 本 十 C， 所 以 f(x) (2sin +c) 2z，eos 汪 ,于 是 有 
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Rs mr zr a 
Fw (= cos 本 ] 2cos 2 2z2sin 2 


习题 3-2 


求 下 列 不 定 积分 。 


in(Vz 一 1) 
(13) | smez Dar 
VT 


解 | ED 2|sin(yz IL) 一 eos 的 玉 一 地 和 中 已 
= 


= 3 
一 Farcsin( 3x :J+e 


9 


解 | a a je d(VI+z)=evHt 十 C 


1 于 对 


(22) [eosp *» cos(sing)dgp 


解 Pe » cos(sing)dg = [eosGsing) dcsing) = sin(sinp) 十 C 
VZz 十 1 一 1 

25) | 一 
we 

解 令 1== Vz 十 1, 即 z= 一 1, 则 dz = 2idi 代 入 后 ,得 


(rd 


= 站 Dd st The 六 一 下 一 到 十 4 十 站 十 可 


三 蕊 一 此 十 4ltn(1 十 已 十 C 王 关 十 1 一 4Vz 十 1 十 4mn(L 十 Vz 十 1) 十 已 
一 4Vz 十 1 十 4ln(1 十 Vz 十 1) 十 C (C=C+1) 
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C26) | V1 一 4z? dz 


costdt, 于 是 


解 ” 作 三 角 代 换 z Ssine( < 且 ), 则 dz 
| ver= Jeow 1 


1| Lt eos2g, H( | 52 C 


costdt 3 ! | costa 


2 4 2 


为 了 把 变量 还 原 为 x, 根据 sin: 一 2z 作 如 图 3-1 所 示 的 辅助 三 角 
形 , 于 是 有 


cost = V1— 4z’ 


Vi-4e 
sin2t = 2sintcost = 4z V1— 4z’ 图 3-1 
t= arcsin2zr 


代入 以 上 结果 ,得 
[vi 4z’° dz = Tarcsin2zx t 3 1 一 位 +C 


1 
(27) | 一 一 dz 
CV9 干 好 ) 
解 由 公式 1 十 tan2z 一 secsz, 令 z 一 3tant， 则 


dx = 3secitdt, (V9Tx)’ 一 [V5 干 (3tan07] = 3:seca/ 


所 以 
1 ._ [ 3sec:! hi i 本 

| a dz | ec 3| i |cosa 9 sint + C 

VE 由 z==3tant, 即 tanl 一 与 构造 直角 三 角形 ,如 图 3-2 所 示 ,得 
x 
sini 一 入 
3 9 

加 $2 代入 上 式 得 


| < dz 加 十 C 
C04- Ds 9 V9 Fa 


2 
解 “ |- 十 2_dz 要 | 
V4 一 三 V4 一 到 本 


3arcsin 3| i Es d(4—z’) 


一 3arcsin 元 一 ME $C 
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习题 3-3 


1. 求 下 列 不 定 积 分 。 
(6) | aretanzdrz 


解 [sarctanzde 一 二 |areanzdm 一 村 aretanz = 1 asdarctanz 


< | 3 1 3 ul zx? 2 
3* arctanr— 3 I 3* arctanr— 6 Ta 


= -|(1— 1 : 
3 arctanz 6 全 本 dz 


二 1| 2+ 二 | 1 2 
3 arctanr— dz 1 6 Il tr) 


1 


六 于 下; 2 
6z 志 G11+z )》 十 克 


一 可 安 arctanz 一 


(7) |esnzdz 


解 fe sinzdx [sinzder er Sin fe dsinz = ersin7 Je cosrdzr 


er Sin Jeoszder e'sinz (ecosz |eaeosz) 


一 ef(sinz 一 coszr) 一 Je sinrdzr 


移 项 ,得 2|esinzdr 一 er(sinz 一 cosz) 十 C 


[esinzaz 一 (sinz — costT)+C (e = 8 
8 | (+inz)ear 
解 全 十 mzjedz 一 | lerdrt [elnzdr = |eamz 十 | nader 
z 站 
一 erlnz 十 C 一 | aae 让 Jinzder 一 erlnz 十 C 


(10) [red 


解 [eed 1 ae - et - et dr - ee 二 et d4 工 
一 (二 一 证) 起 


(11) [eedz 
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Ww- 
xia” 2 | s_ Xa 2mm” 2 pe 
lna lnma lna Ima Inral® de 
Za 2zxa” | 2a” 

na lnza 到 lnsa 人 


(12) Jaretan Vzdz 


解 令 1=Vz, 即 z =, 则 dz = 21di 代 入 后 ,得 


[aretan wWz dz 一 arctan *。24Ldt = Jaretanrdca) = £2 »。arctant -| d(arctant) 


2 2 p 
一 在 。arctant | ep = 1 。arctant -| 
= 1 arctant— ha 二 | Td 


= 1 arctant—t+arctant+C=z*arctanVr—yVrt+arctanVr+C 
2. 求 不 定 积分 |z/”(z)dz。 
解 ” 先 用 第 一 换 元 积分 法 进行 凑 微 分 ,再 用 分 部 积分 法 进行 计算 ,得 
[reoar= [aren = zf (z) 一 [re 
一 并 六 (z) 一 xz) 十 C 


“习题 3-4 
求 下 列 不 定 积分 。 
! 人 
re 
NR 1 A ,BzrtC 
解 设 TodTn) i120+ 1tz 
则 1=A(l 二 x’)+(Bz+O) (1+2z) 
即 1=(A+2B)z’+ (B+2C)z+A+C 
A+2B=0 
由 B+2C=0 
A+C= 
三 具 
5 
解 得 B= 一 全 
= 
二 


于 是 
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: | 
EY 
al i | 工 Pa i 

TT I 0 


号 | caf 河床 到 二 沪 
ee re en a ee 


= Bln|1+27| 了 nl 二 2 ) 二 zarctanz 十 C 


sinz 
(0 | 
Els 二 之 ， 则 有 sinz 2u RF ww i 
解 ” 作 变换 u 王 tan 2 则 有 sinz Hw’ cosz 一 1 干 友 dz TF de 是 
2u 
sinz 1+u’ 2du =| 2u 
TT b= 2u LEE (LC1 3 
l+u: 1 十 好 


| St dt a | ta | 1 
(1 二 wl 二 +w) 1+ew 


du | udu | du 
es la la 


arctanu 十 广 In(1 十) lan|l1i+iwl+C 


一 arctan ( an 二 nl: 上 tan2 漳 ln| 1 十 tan 3 | tC 
1 1 
‘© | OO 
Vz+1+ Vztl 


解 设 /= Yr 二 T, 即 z= 一 1,dzx 二 64;dz 则 


| L dz | LA 
VzT1+ Vtl 有 


二 出 人 
=6| ;d=2 38 十 本 十 6ln1z 十 1 | 十 C 


一 2VZTIT 一 3 TIT+3V2 二 IT 十 6lacCyzTT+ID 十 C 


习题 3-5 

1 利用 定 积分 的 几何 意义 计算 下 列 积分 。 

(2) 上 WR 

解 根据 定 积分 的 几何 意义 , 定 积分 | VRE 一 dz 表示 由 沿线 y= VR 一 节 zx 轴 、 


> 铀 围 成 的 图 形 面积 ,该 图 形 是 半径 为 R 的 加 的 1/4, 因 此 | VR 一 dz = 到:. 
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(3) | coszar 

解 由 于 函数 y=cosz 在 区 间 [一 ,| 上 非 负 ,根据 定 积分 的 几何 意义 , 定 积分 
a coszdz 表示 由 用 线 y 一 cosz| zc [" 到 了 由 工 轴 与 y 轴 围 成 的 图 形 S;, 的 面积 加 上 由 
曲线 y=eosz[ze [一 至 ,0] )* 轴 与 y 轴 围 成 的 图 形 S: 的 面积 ,而 图 形 S, 的 面积 与 图 
形 S; 的 面积 显然 相等 ,因此 有 
| coszdz = 2 coszaz 
ng 

CD sinzdz 

解 ”由 于 函数 y=sinz 在 区 间 [0,x] 上 非 负 ,在 区 间 [ 一 x,0] 上 非 正 , 根 据 定 积分 的 
几何 意义 , 定 积分 | sinzdz 表示 由 曲线 一 sinz(zE [0,x] ) 与 工 轴 所 围 成 的 图 形 S, 的 
面积 减 去 由 曲线 >=sinz(zE [一 x,0] ) 与 xz 轴 所 围 成 的 图 形 S, 的 面积 ,而 图 形 Si 的 面 
积 与 图 形 S; 的 面积 显然 相等 ,因此 有 

人 sinzdzr 一 0 

习题 3-6 

1. 计算 下 列 定 积分 。 

G2) | TREE 

解 | wV1 一 sin2zrdz = 攻 | cosz | dz 一 [cosrar — | seaz 

= [sinz] 王 3 [sinz]s 一 2 


2 8 
G3) | lie 
L 3 


ns 2 
解 | mgr = | ln2zzd(lnz) - [lnsz]i 了 Clne2 ln 1) 
可 1 


lm2 
3 


(14) [a ane dz 


tanz dz 一 [tanz. seczzrdz = | tanzd(tanz) 汉江 [tanzz]3 el 
0 CoOs’z 0 0 2 2 


2. 求 下 列 极限 。 
a : 
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-要 
2 3 , 加 
(| er d] 中 er dt. (| ef d) 2| ed er 
解 lim 一 - lim -一 7 lim 一" 3 
2 | Wr (| a a) me 
0 
站 di 2 
= lim 一 一 lim< 一 2 
z—0 z=0 1 


习题 3-7 


计算 下 列 定 积分 。 


.de 
0 上 工 十 cos27 


解 ”由 于 1 二 cos2z 王 2cos2z, 所 以 
I zdz 一 生生 下 Td(tanz) 


o lt+cos2x Jo 2cos:zx 


i B= 2 
= [ztanz ]¢ 了 tanzdz 


三 区 井 王 = 
= + [ln|coszl]s 8 1 


1 
cw | 一 
B= 


解 ” 作 三 角 代 换 , 令 工 asint( 到 罗 ]: 则 dz acostdi， 当 二 a 时 ,一 二; 当 


Zz 二 0 时 ,4 二 0, 代 入 后 ,得 
acost 


1 
eg 
a 0 Cai 十 J 
cost 1 二 cost 一 sint 
| 二 2Jo 十 和 下 Sn jd 


于 ; 至 _ 工 
及 2 十 [ln | sint + cost | ]e 机 


1 
(6) | dl Ed 


T 


解 令 工 sind A ): 则 a costdi, 当 并 一 0 时 ,z 一 0; 当 xz=1 时 ,t 2 ， 


代入 后 ,得 
人 wV1L 一 好 dz 一 小 


0 


让 入 和 Ly 
2 (1 一 cos4L)dz [§ (: 4 sin4 ]] =16 


sin?tcos?1dt = 了 工 | sin: (2 
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多 如 Near 


解 解法 1: 上 紧 站 = 一 zs lnzdwz = [2Vzlnz] -| 。 一 


+ 4 
4ln4 2| 4ln4 一 [4Vz] = 4(2ln2—1) 
过 


[rr 


解法 2: 令 1 二 Vz, 则 z= ,dz 二 21dt, 当 z=1 时 ,t= 二 1; 当 z=4 时 ,t= 二 2。 代 入 后 ,得 


Si 4 [ 21nt . 上 2 让 训 
人 所 Le 2idt = 4 nde 4 [zlnt]?—4 7 dt 


8ln2— 4 [1]? = 8ln2 一 4 一 4(2ln2 一 1) 


1 2 十 zceosz 
Go) | 一 
a j= 
1 2 十 zcosz 多 1 zcosz 
解 | dz=| dz | dz 
+1 Vi 2 VI=E Viz 
1 
= 二 dz 十 0 一 4[arcsinz] 一 2r 
WV = 
习题 3-8 
; sa 
wo 0 
dz 1 i 和 1 必 
解 1’ 100 十 xz 100Jo 人 二 二 
10 10 


i [aretan( 计 让 二 


6 
" 计算 广义 积分 | (zx—4)-$dz。 
o 
6 2 4 2 6 2 
解 | (x— Didr =| Cz— Ddrt| (zx—4) sdzr 
o o 4 
=3[(z—D3]+3 [2+]: 
= 3[lim (zx 一 4)3 十 往 ] +3[23 = lim (z 一 4 二] 


Ee zt 


一 3 十 3YZ 
“3. 如 下 解法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 


[i 
-1 

解 、 不 正确 。 因 为 二 在 [一 1,2] 上 存在 无 穷 间断 点 < 一 0， |” 十 dz 不 能 直接 应 用 和 
顿 一 莱 布 尼 芯 公式 计算 ,事实 上 ,由 于 


2 0 2 
| Lg | Ldz 十 | Ds 
-ZX x ox 


im 有 a i ee 
1 尼 


0+ 人 一 叶 + 
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-要 


lim [ln( 一 z)]2 了 2 十 lim [lnz]2 
于 一 叶 一 叶 


= lim lnz 十 ln2 一 lim ts 


不 存在 , 故 | 二 dz 发 散 。 
习题 3-9 
3. 计算 精 国 李 十 筹 一 1 所 围 成 的 图 形 绕 y 轴 放 转 而 成 的 立体 体积 。 
解 这 个 旋转 稀 球 体 也 可 以 看 作 由 半 个 本 


w= 全 一 天 


及 y 轴 围 成 的 图 形 绕 > 轴 旋 转 而 成 的 立体 ,体积 元 素 为 


dV = rzzdy 
于 是 ,所 求 旋转 椭 球 体 的 体积 为 
V | > (0 ydy x [> 5 人 ra 


4. 计算 由 摆 线 z= 二 a(i 一 sin?),y 二 a(1 一 cost) 的 一 拱 与 直线 y==0 所 围 成 的 图 形 分 别 
绕 工 轴 、y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 。 
解 ”所 给 图 形 绕 z 轴 旋转 而 成 的 旋转 体 的 体积 为 


2xa 2x 
Ws | ny dr | az (1 — cost)? « a(l— cost)di 
0 0 


2x 
一 | (1 一 3cost 十 3cos2t — cos’1)dt 
o 


= 5r2za3 
所 给 图 形 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 是 两 个 旋转 体 体积 的 差 。 设 曲线 左 半边 为 += 
Zi1(y) , 右 半边 为 zx=zz(y) , 则 


2a 2a 
v,=| (ydy 一 | rzi(Cy)dy 
o o 
= | az (1 — sint)? 。 asintdt 一 | a? (1 — sint)? » asintdt 
2 o 


2 
= 一 ao (1 — sint)’sintdt 一 6xaas 
o 
“5. 计算 摆 线 z= 二 a(0 一 sin0) ,y 二 a(1 一 cos0) 的 一 拱 (0 壹 027) 的 长 度 。 
解 ” 弧 长 元 素 为 


ds = Va’: (1 — cos0)’ 十 azsin20d0 = a V2(1 一 cos0) db = 2asin gd0 


因此 ,所 求 弧 长 为 


2x 
了 | 2asin 9 
o 


2ag 一 2a[ zeos 了 | 8a 


0 
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要 


“6. 计算 心脏 线 + 二 a(1 十 cos0) (0 二 92x) 的 弧 长 。 
解 ”由 于 (0) 二 一 asin0, 所 以 弧 长 元 素 为 
ds= Vo (1 二 cosO)’ + (—asing)’ d0 


一 aa [sos 也 + sin’ cos’ 到 do 


= 2a| cos 了 | do 
因此 ,所 求 弧 长 为 
2r 
:一 | 2a eos |= 4af | cosp | dp 

0 0 

一 4a [| eseae+ 人 = cosg)dg | 

9 于 
一 8a 


7. 已 知 某 产品 的 边际 成 本 为 C"(z) 王 4z 一 3( 万 元 / 百 台 ),z 为 产量 ( 百 台 ) ,固定 成 本 
为 18( 万 元 ), 求 最 低 平均 成 本 。 
解 因为 总 成 本 函数 为 


Cr) | az dm = 2 = gti 


当 z=0 时 ,C(0)=18, 得 c=18, 即 
C(x) 一 2z2 一 3z 十 18 
又 因 平均 成 本 函数 为 
A = CD 


E43 zx 


令 A'(z) 二 2 一 三 二 0, 解 得 x 二 3 ( 百 台 )。 该 题 确实 存在 使 平均 成 本 最 低 的 产量 ,所 以 当 


2 


Zz 二 3 时 ,平均 成 本 最 低 。 最 低 平均 成 本 为 


A(3) 一 2X3 一 3 十 型 一 9( 万 元 / 百 台 ) 


“习题 3-10 


1. 把 弹簧 拉 长 所 需 的 力 与 弹簧 的 伸 长 成 正比 。 已 知 1N 的 力 能 使 弹簧 伸 长 lem, 问 
把 弹 得 拉 长 10cm 要 作 多 少 功 ? 
解 ” 弹 簧 在 拉 伸 过 程 中 ,需要 的 力 为 FCN) ,与 伸 长 量 zCm) 成 正比 , 即 F 一 Ar。 


= 三 
= 


弹簧 拉 长 10cm, 即 拉 长 0. lm 作 的 功 为 


0.1 
W [tar oy [x]! = 0.50) 


= 100(N/m) 


2. 在 zx 轴 上 作 直 线 运动 的 质点 ,在 任意 点 xz 处 所 受 的 力 为 F(z) 二 1 一 e“, 试 求 质 点 
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从 =0 运动 到 z=2 处 所 作 的 功 。 
解 在 工 轴 上 , 当 质 点 从 工 运动 到 z 十 dz 时 , 功 微 元 为 
dW = F(xr)dr = (1—e™)dr 
于 是 ,质点 从 x 二 0 运动 到 x 二 2 处 所 作 的 功 为 
L 


2 
Ww | (1 一 er*)dz 一 [zz 十 e=]; 车 去 
o ee 


3. 在 原点 处 有 一 带电 量 为 十 g 的 点 电荷 ,在 它 的 周围 形成 了 一 个 电场 。 现 在 x 二 a 
处 有 一 单位 正 电荷 沿 z 轴 正 方向 移动 ,车 把 该 电荷 移动 至 无 穷 远 处 ,电场 力 要 作 多 少 功 ? 
解 ” 点 电荷 在 任意 点 zz 处 时 所 受 的 电场 力 为 


F(z) 二 上 和 (kk 为 常数 ) 
条 


在 z 轴 上 , 当 单 位 正 电荷 从 工 移 动 到 z 十 dz 时 ,电场 力 对 它 所 作 的 功 近 似 为 4 个 dz， 
即 功 微 元 为 
dW = F(z)dz = 入 dz 
则 把 该 电荷 移 至 无 穷 远 处 电场 力作 的 功 为 
w=- 


a 
4. 设 有 一 弹簧 ,假定 被 压缩 0. 5cm 时 需 用 力 1N , 现 弹簧 在 外 力 的 作用 下 被 压缩 了 
3cm, 求 外 力 所 作 的 功 。 
解 ”根据 胡 克 定理 ,在 一 定 的 弹性 范围 内 ,将 弹簧 拉 伸 ( 或 压缩 ) 所 需 的 力 下 与 伸 长 
量 (压缩 量 )z 成 正比 , 即 
开 一 Ar (> 二 0, 为 弹性 系数 ) 
按 假设 , 当 x=0.005m 时 ,F==1N, 代 入 上 式 得 ==200N/m, 即 有 
F = 200x 
所 以 取 工 为 积分 变量 ,z 的 变化 区 间 为 [0,0.03], 功 微 元 为 
dW = F(x)dzx 一 200zdz 
因此 弹簧 被 压缩 了 3cm 时 ,外 力 所 作 的 功 为 


0.03 
W= | 200zdz = [100x’ je" = 0.09(J) 
0 


mgRh 
R+h 


5. (1) 证 明 : 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表面 升 高 到 有 处 所 作 的 功 是 W 二 其 
中 ,g 是 地 面 的 重力 加 速度 ,R 是 地 球 的 半径 。 
mM 


证 明 质量 为 m 的 物体 与 地 球 中 心 相距 z 时 ,引力 为 FF 二 ze 


根据 条 件 mg 二 线 , 可 得 k= 人 到 ,从 而 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表 面 升 高 到 /处 
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加 
所 作 的 功 为 
_ [em mgR? ,. L 'gRh 
本 上. dz 一 ER (站 RR RT 
证 毕 。 


(2) 一 颗 人 造 卫星 的 质量 为 173kg, 在 高 于 地 面 630km 处 进入 轨道 。 问 把 这 个 卫星 
从 地 面 送 到 630km 的 高 空 ,克服 地 球 引 力 要 作 多 少 功 ? 已 知 5 一 9. 8m/s ,地 球 半径 
及 王 6370km。 

解 代入 具体 数值 ,所 作 的 功 为 


_ mgRh _ By 5 
Rp 971973 9.72 x 10° (kJ) 


6. 一 物体 按 规律 x 二 cw 作 直线 运动 ,介质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 。 计 算 物 体 由 
Zz 二 0 移 到 z==a 时 ,克服 介质 阻力 所 作 的 功 。 
解 由 速度 = 党 = 3ct ,阻力 为 RR 二 ku 二 9ke?4t ,可 得 
dW = Rdz = 27kc’tdt 
设 当 1==T 时 ,z=a, 得 7-(2】 履 


了 
WwW -| 27kcsts dt 一 eT 三 部 
0 


ktat 


总 习题 3 
1. 选择 题 。 
(1) 在 区 间 (a ,0) 内 , 若 (xz) 二 g(xz), 则 必 有 ( Ye 
A. f(z)=g(zx) B. f(x)=g(z)+C 
GC [cwar = |ecouz D [|reodz] = [eeoaz] 


(2) 不 定 积分 | 守 zd =  )。 


A. arctan 二 十 C B. lna(G4 十 z27 十 C 
C area 区 下 人 D. 小 aretanw 非 站 
“加 2 “2 
(3) 若 | rzdz = F(x) +C, 则 [esf (edr =( D5 
A. Fl(e:)+C 了 一 了 Le 十 人 
tw PE 一 
(= 莽 太 一 琶 网 而 6) 为 (站 
== 2 


和 by 
A. arcsinx B. arcsinz 十 了 


C. arcsinz+ x 


(5) 在 某 区 间 上 ,如 果 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,C 为 任意 常数 , 则 ( 


A. F(x)+C= f(x) 
C. (F(x)+C) = f(x) 
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D. arcsinz 一 工 

) 成 立 。 
B. F(xr)dr+i+C= f(r)dr 

D. F(x) = f(z)+C 


(6) 如 果 |/(z)dz 一 sin2z 十 C, 则 f(z)==( Ys 


A. 2sin2x 
C. — 25in27 


B = Ze25 
D. 2cos2x 


(7) 设 F(x) 是 函数 /(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 |zxf (一 x?)dr 二 关 


[Ee 
c. 一 F(z ) +C 


B =F(—w} tC 


了 工 贡 (9 二 
下 Bt 


(8) 设 FCz) 的 一 个 原 函 数 是 e 天, 则 /(x) 一 ( ba 


A. er 
BG 一 4 一 


了 一 
D. 4e 和 


(9) 已 知 |=7Cz)d 一 sinz 十 C, 则 f(x)=( )5 


sinz 
是 一 


、 COsz 
C. 


Go) | P24qr = ( Ds 
A. lnz(2z) 


C. ZC 


B. xz» sin 


D. xz* cosz 


B. ln C20) +C 


D. 二 ln (2z)+C 


(11) 车 函 数 /(zx) 连续 ,下 列 各 式 中 正确 的 是 ( ) 


A, 是 | ar = f(x) 


i -= 
C. £0 = f(x) 
(12) ( 


区 


工 十 六 


扩 一 上 。 
大 


(13) 下 列 广义 积分 中 收敛 的 是 ( ) 。 


B. |x Z)dz = f(r)dr 


是 | fa = 诚 确 


) 函数 在 区 间 [ 一 1,1] 上 可 应 用 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公 


B. 二 
节 
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| ni 
C. | 五 虹 DB 云 dz 
(14) za 十 zz )sinzdz 一 人 Xs 
A. 0 Bl 
而 ,一 各 
(15) 设 /(z) 在 [a,6] 上 连续 , 则 曲线 y = f(zx) 与 直线 < 二 a,x 一 所 围 平面 图 形 
的 面积 为 ( 》5 


A. fewar B. rw 
过 | | FFCz) | dz D. f (6 (0 一 a) (a<é<0) 
(16) 曲线 y=xz? 与 x 二 x 所 围 平面 图 形 绕 z 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 V:. 一 ( 和 
A. 守 I 
| 3 
CO 10x | 了 机 5 
2. 填空 题 。 
(1) 已 知 函数 f(x) 可 导 ,F(zx) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 [xf (zx)dz 一 
(2) 设 坪 为 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 df(x) = 
(3) re 


(4) 已 知 | /nyadz = sin2z 十 C, 则 f(z) = 


(5) |zsin3zdz = .|simadz 一 


Ch | 上 二 sai 
(7) 


(8) | z V1 一 巡 dz = 
@ = 


(9) | (十 sinzz)coszdz 一 
(10) | Vx 一 4z 十 4dz 一 
0 


(11) 椭圆 十 和 = 1 的 面积 S = 


3. 判断 题 。 
(1) 不 定 积分 的 原 函 数 是 唯一 的 。 ( ) 
(2) ez 的 原 函 数 是 它 本 身 。 ( ) 
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(3) 已 知 积分 运算 与 微分 运算 是 互 道 运算 ,于 是 有 | d/(z) 一 7(z)。 ( ; 
(4) 若 /(z) 的 一 个 原 丽 数 为 nz , 则 /(z) 一 全。 多 
(5) 定 积分 | dr 的 积分 值 为 0。 ¢ 
(6) 设 /(z) 是 连续 的 奇 函数 , 则 定 积分 | f(x)dz = 0。 
(7) 无 穷 积分 | ” 工 dz 是 收 全 的 。 ( ) 
4. 求 积分 。 
[_ 4z+6 ,. NE 
CD | 去 皇 汪 dz (2) | 
(3) | 3 一 V2 +zsineg, (4) eateydr 
这 0 
(5)『 1 士 snzdv (6) [eu 
p Er 0 
(7) 人 (8) [ze dr 
VOD 0 
(9) Ea (10) | zarctanzdz 
5. 车 f(x)=zxe’, 求 | » f(r)dr, 
6, 计算 题 。 


(1) 计算 由 曲线 y=e 、y 二 e “及 直线 二 1 所 围 平面 图 形 的 面积 。 

(2) 计算 由 曲线 y=2” 与 直线 y= 二 1 一 +,x 二 1 所 围 平面 图 形 的 面积 。 

(3) 计算 由 曲线 y= 二 e*、y 二 e “与 直线 x 二 1 所 围 平面 图 形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 
的 体积 V。 。 

(4) 计算 由 曲线 y==z? 与 直线 y= 二 0、zx 二 1 所 围 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 
体积 V,。 

7. 车 sinz 是 /(z) 的 一 个 原 函 数 ,证 明 : 


[A =— xsinz—cosz+C 


答案 


1. (1)B (2)C (3)D (AA (5)C (6)D (7)C (8)B (9)C (0)B 
(DD QDA QDA (4)C (15)C 《16)C 


2. (1) ze f(x)—F(r)+C (2) 6zdr (3) 去 /C22)+C 


(4) 2sinzcosz (5) 二 *。cos37 十 了 sin3Z 十 C， - coss7 一 cosT 十 C 
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(6) ln|z 十 cosz| 十 C (7) e(e 一 1) (8) 车 (9) 0 (10) 2 (11) V3x 


BR i YX BY WB OY 


4. (1) 2ln|z 十 3z 一 8| 十 C (2) lnz 一 6ln(Vz 十 1) 十 C 


1 


(3) 3lnlzl 一 全 V 本 一 cosz 十 C (4) 号 (5) 去 (6)1 (7)1 (8) 却 


3 Tl 
(9) 4 一 2Ve WD 


Eales—l)+t 


6. (D e+ 二 一 2 (2) 二 (3) 至 (e 十 e 一 2) (4) Sr 
7. 略 


微分 方程 


4.1 基本 要 求 


(1) 了 解 微 分 方程 及 阶 、 解 . 通 解 . 初 始 条 件 和 特 解 等 基本 概念 。 

(2) 掌握 可 分 离 变 量 的 微分 方程 的 通 解 及 满足 初始 条 件 的 特 解 的 求法 。 

(3) 掌握 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 及 满足 初始 条 件 的 特 解 的 求法 ,掌握 用 “常数 
变易 法 ” 求 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 。 

"(4) 了 解 齐 次 方程 的 概念 及 其 解法 。 

“(5) 了 解 一 阶 微分 方程 的 应 用 。 

(6) 了 解 3 类 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 解法 。 

(7) 掌握 根据 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 特征 方程 的 特征 根 的 3 种 不 同情 况 ， 
得 到 3 种 不 同形 式 的 通 解 方法 。 

(8) 掌握 自由 项 为 多 项 式 、 指 数 函 数 、 三 角 函 数 的 二 阶 常数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 
解法 。 


4.2 内 容 提 要 


1. 微分 方程 的 定义 


含有 未 知 函 数 的 导数 (或 微分 ) 的 方程 称 为 微分 方程 。 微 分 方程 中 出 现 的 未 知 函数 的 
最 高 阶 导数 的 阶 数 称 为 这 个 方程 的 阶 。 


2. 微分 方程 的 解 的 定义 


如 果 把 某 个 函数 y 二 p(xz) 代 入 微分 方程 后 ,能 使 方程 成 为 恒等式 , 则 函数 > 一 p(z) 称 
为 该 微分 方程 的 解 。 若 微分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 , 且 独 立 的 任意 常数 的 个 数 与 方程 
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的 阶 数 相同 , 则 称 这 样 的 解 为 微分 方程 的 通 解 。 确 定 微分 方程 通 解 中 的 任意 常数 的 值 的 
条 件 , 称 为 初始 条 件 。 由 初始 条 件 确定 了 微分 方程 的 通 解 中 任意 常数 的 值 后 所 得 到 的 解 ， 
称 为 特 解 。 


3. 可 分 离 变 量 的 微分 方程 
起 将 当 
形 如 伟 =/(z)g(y) 的 微分 方程 称 为 可 分 离 变 量 的 方程 。 其 中 /(z) 和 g(y) 分 别 是 


变量 x 和 yy 的 已 知 连续 函数 , 且 g(y) 天 0。 
2) 可 分 离 变量 的 微分 方程 的 解法 
(1) 分 离 变量 ,将 方程 的 两 端 转换 为 分 别 只 含有 一 个 变量 的 函数 及 其 微分 的 形式 : 


dy 
Bn (Es 


(2) 对 方程 的 两 端 积 分 ,得 


| 二 | ro 
g(y) 


(3) 求 出 积分 ,得 通 解 GCy) 一 PCz) 十 C, 其 中 GCy),F(z) 分 别 是 ,7(z) 的 一 个 
原 函数 ,C 为 任意 常数 。 

4. 章 次 方程 

D 定义 

可 转换 为 形 如 和 一 /| 衬 ] 的 微分 方程 叫 作 齐 次 微分 方程 ,简称 齐 次 方程。 

2) 解法 

令 x= 衬 , 则 一 必 , 故 有 和 一 w 十 z 伺 。 代 入 原 方程 ,使 方程 转换 为 可 分 离 变量 的 方 
程 , 然 后 求解。 

5. 一 阶 线性 微分 方 各 


1) 定义 

形 如 y' 十 P(xz)y 二 Q(z) 的 方程 称 为 一 阶 线性 微分 方程 ,简称 一 阶 线性 方程 。 

车 Q(x) 三 0, 则 方程 成 为 y 十 P(xz)y 二 0, 称 为 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 ,简称 一 阶 线 性 
齐 次 方程 。 

车 Q(z) 不 恒 为 0, 则 称 方程 y 十 PC(z)y 二 Q(z) 为 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,简称 一 
阶 线性 非 齐 次 方程 。 

2) 一 阶 线性 齐 次 方程 的 解法 

y 十 P(xz)y 二 0 是 一 个 变量 可 分 离 方程 ,可 采用 分 离 变 量 的 方法 ,或 用 通 解 公 3 

y = Cerjeewe (C 为 任意 常数 ) 


求解 。 
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3) 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 解法 
(1) 常数 变易 法 : 将 线性 齐 次 微分 方程 通 解 中 任意 常数 C 换 成 待定 函数 C(x), 即 设 


一 阶 线性 非 齐 次 方程 有 形 如 y 二 CCz)ereeoe 的 通 解 ,然后 代入 原 方程 去 求 待定 函数 
CCz) ,进而 求 得 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 。 
(2) 公式 法 : 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 公式 为 


y= ees (C+ |ecoweea] 

6. 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 解法 

(CD y" 二/(z): 连续 积分 次。 

(2 y=/(z3): 设 y=p(z), 则 六 = 一 时 ,方程 可 转换 为 转 一 /(z,p), 再 
求解 。 

(3) =/953): 设 y=p(3), 则 六 =p 四 。 得 到 一 阶 微分 方程 p 名 =/(y,p) ,再 
求解 。 

7. 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 


1) 定义 
一 般 形 式 : 
y+py’ tqy = f(x) 

式 中 ,p,q 是 常数 ; /(z) 是 的 已 知 函 数 。 

当 /(z) 关 0 时 ,方程 十 py 十 gy 二 /(zx) 称 为 二 阶 常 系数 线 性 非 齐 次 微分 方程 。 

当 f(x) 三 0 时 ,方程 变 为 y 十 py 十 gy 二 0, 称 为 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 。 

2) 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 解 的 结构 

如 果 函 数 yi 与 w 是 二 阶 线性 齐 次 方程 YY 十 py' 十 gy 二 0 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 则 
函数 y= 二 Ciyi 十 Cys (C1,C; 是 任意 常数 ) 是 二 阶 线性 齐 次 方程 多 十 zy 十 qy 二 0 的 通 解 。 

设 y* 是 线性 非 齐 次 微分 方程 的 一 个 特 解 ,Y 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 则 y= 二 了 十 
y "是非 齐 次 方程 的 通 解 。 

3) 解 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 步骤 

(1) 写 出 微分 方程 的 特征 方程 : 广 十 pr 十 g 二 0。 

(2) 求 出 特征 方程 的 特征 根 : ri ,rz 。 

(3) 根据 ,rs 的 三 种 不 同情 况 , 按 表 4-1 写 出 方程 的 通 解 。 


表 4-1 
特征 方程 过 十 r 十 9 一 0 的 两 个 根 方程 y 十 py 十 gy 二 0 的 通 解 
两 个 相 异 实 根 ni 关 r; 3 一 Clenz 十 Czerzr 
两 个 相等 实 根 六 一 普 3 一 (Ci 十 Caz)enz 


一 对 共 斩 复 根 mm,* 一 ac 士 记 y=e (CucosBzr 十 Czsin8z) 
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4) 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 的 求解 方法 
(1) yy 十 py 十 gy 二 P(xz)e* (其 中 4 是 常数 ,P, (x) 是 工 的 一 个 n 次 多 项 式 ) 
设 它 的 特 解 为 y* 二 zxQ,(z)e” ,其 中 Q(z) 是 与 P,(z) 同 次 的 多 项 式 ,其 系数 待定 ,而 
0 4 不 是 特征 根 
= | 4 是 特征 单 根 
2 4 是 特征 重 根 
(2) y+py +qy=e™ (acosBr+tbsinBz) 
设 它 的 特 解 为 "一 ze (AcosBr 十 BsinBx) ,其 中 A,B 为 待定 的 常数 ,而 
f a 士 认 不 是 相应 的 齐 次 方程 的 特征 根 


1 a 士 认 是 相应 的 齐 次 方程 的 特征 根 
8. 应 用 微分 方程 解决 实际 问题 的 一 般 步 又 


(1) 建立 微分 方程 : 根据 实际 问题 , 找 出 未 知 函 数 与 其 导数 或 微分 之 间 的 关系 式 , 建 
立 微分 方程 ,确定 初始 条 件 。 

(2) 求 微分 方程 的 通 解 : 判断 微分 方程 的 类 型 , 求 出 微分 方程 的 通 解 。 

(3) 确定 特 解 : 由 初始 条 件 确定 所 求 的 特 解 。 

建立 微分 方程 是 微分 方程 应 用 中 的 重点 ,要 根据 导数 的 几何 意义 与 物理 意义 ,把 实际 
问题 中 所 涉及 的 曲线 的 切线 的 斜率 .变速 直线 运动 中 物体 的 速度 或 加 速度 等 用 相应 函数 
的 导数 表示 出 来 ,再 应 用 几何 或 物理 中 的 有 关 知 识 建立 微分 方程 。 


4.3 学习 要 点 


微分 方程 是 高 等 数学 研究 的 主要 对 象 之 一 ,因此 在 学 习 过 程 中 ,应 切实 了 解 微分 方程 
及 阶 、 解 、 通 解 , 初 始 条 件 和 特 解 等 基本 概念 ; 掌握 可 分 离 变 量 的 微分 方程 的 通 解 及 满足 
初始 条 件 的 特 解 的 求法 ; 掌握 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 及 满足 初始 条 件 的 特 解 的 求 
法 ,掌握 用 公式 法 及 “常数 变易 法 ” 求 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 ; 了 解 齐 次 方程 的 
概念 及 其 解法 ; 了 解 一 阶 微分 方程 的 应 用 ; 了 解 3 类 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 解法 ; 掌 
握 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 特征 方程 的 特征 根 的 3 种 不 同情 况 ,得 到 3 种 不 同形 式 的 
通 解 方法 ; 掌握 自由 项 为 多 项 式 、 指 数 函 数 、 三 角 函 数 以 及 它们 的 和 与 积 的 二 阶 常 系 数 线 
性 非 齐 次 微分 方程 的 解法 。 


4.4 例题 增补 


例 4-1 列车 在 平 直线 路 上 以 20m/s 的 速度 行驶 , 制 动 时 列车 获得 负 加 速度 
一 0. 4m/s*。 问 开始 制 动 后 要 经 过 多 长 时 间 才 能 刹 住 列车 ? 在 这 段 时 间 内 列车 行驶 了 多 
少 路 程 ? 

分 析 这 是 一 个 实际 应 用 问题 。 首 先 应 把 题 意 转化 成 一 个 初 值 问题 ,然后 求解 这 个 


第 4 章 ”微分 方程 ”69 


初 值 问题 。 
解 ” 把 列车 制 动 时 的 时 刻 记 为 :一 0, 制 动 后 经 过 zs 列车 行驶 了 sm, 列车 的 运动 规律 


的 函数 为 ;二 s (1)。 由 二 阶 导数 的 物理 意义 可 知 ,9 坟 是 制 动 后 列车 行驶 的 加 速度 。 下 
是 有 


至 一 一 0.4 (4-1) 
这 是 一 个 包含 所 求 未 知 函数 的 二 阶 导 数 的 方程 。 此 外 ,未 知 函数 s(7) 还 满足 下 列 条 件 : 
当 z=0 时 ， 
_ds 


:=0,， 9 二 宣 一 部 (4-2) 
要 求 出 这 个 函数 *(z) ,只 须 在 式 (4-1) 两 端 同 时 对 1 积分 ,得 
四 
= (4-3) 
上 式 两 端 同时 对 1 再 积分 一 次 ,得 
s 一 一 0. 22 二 Cit+C: (4-4) 
其 中 ,Ci ,C; 都 是 任意 常数 ,它们 可 以 由 式 (4-2) 来 确定 。 
把 /==0,w 一 华 =20 代入 式 (4-3) ,得 
C= 20 
把 :=0,s=0 代入 式 (4-4) ,得 
区 三 六 
于 是 ,所 求 函数 为 
s =— 0. 27? + 201 (4-5) 
它 的 导数 为 
ds __ 3 
到 一 一 0. 公 十 20 (4-6) 
当 车 停 住 时 ,o 一 平一 0, 代 入 式 (4-6) ,得 


0 一 一 0. 4 十 20 
t= 50(s) 
即 列车 从 开始 制 动 到 完全 刹 住 的 时 间 为 :二 50(s)。 
将 1 二 50 代入 式 (4-5) ,得 到 列车 在 这 段 时 间 内 行驶 的 路 程 为 
5 一 一 0.2X50: 十 20X50 王 500(m) 
例 4-2 验证 方程 xy' 十 3y 二 0 的 通 解 为 > 一 Cz :(C 为 任意 常数 ) ,并 求 满足 初始 条 
件 y|,-, 二 1 的 特 解 。 
分 析 要 验证 是 否 为 方程 通 解 ,要 将 解 代入 方程 看 是 否 满足 方程 ; 因 其 含有 任意 常 
数 , 任 意 常数 的 个 数 还 要 与 方程 的 阶 数 相同 。 要 求 特 解 ,只 要 将 初始 条 件 代 入 通 解 , 求 出 
任意 常数 C 即 可 。 
解 由 y= 二 Cx ,得 
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Wr 
将 y,y 代入 原 方程 的 左边 ,有 


(= V+UC Y=0 
所 以 函数 y= 二 Cr 满足 原 方程 ,又 因为 该 函数 含有 一 个 任意 常数 ,所 以 函数 y 二 Cr 是 一 
阶 微分 方程 xy 十 3y 二 0 的 通 解 。 
将 初始 条 件 y|:-: 二 1 代入 通 解 , 得 C= 二 8, 因 此 ,所 求 特 解 为 
?一 8z 


例 4-3 ”验证 函数 zx= 一 Cicosat 十 Czsinal 是 微分 方程 
d? 
十 azzr 一 0 


的 通 解 。 

分 析 要 验证 是 否 为 方程 通 解 , 须 将 解 代入 方程 看 是 否 满足 方程 ; 因 其 含有 任意 常 
数 , 任 意 常数 的 个 数 还 要 与 方程 的 阶 数 相同 。 

解 ” 求 出 函数 z==Cicosat 十 Czsinat 的 一 阶 、 二 阶 导数 : 


dr 

一 =— Ciasinat 十 Csacosat 
dt 

出 2 2 k 
a =— Cia’ cosat 一 C2a’ sinat 


将 以 上 两 式 代 入 原 方程 的 左边 ,得 
(— Cia’cosat — Coa’sinat)++a:(Cicosat + Csinat) = 0 
因此 ,函数 z= 二 Cicosat 十 Cssinat 是 原 方 程 的 解 。 又 由 于 此 函数 中 含有 两 个 独立 的 任 
意 常数 ,而 原 方程 为 二 阶 微分 方程 ,因此 函数 二 Cicosat 十 Cssinat 是 所 给 二 阶 微分 方程 
例 4-4 求 微分 方程 > 一 zy 的 通 解 。 
分 析 这 是 一 个 可 分 离 变 量 征 分 方程 ,因此 用 分 离 变量 法 求解 。 


解 将 方程 转换 为 zy 
分 离 变量 ,得 Tdy=zdz 
两 边 积分 ,得 
lny = 写 十 InC (为 计算 方便 ,积分 常数 取 为 InC) 
从 而 得 方程 的 通 解 为 
y= Cel” 


例 4.5 求 微分 方程 入 二 er-* 的 通 解 。 
分 析 这 是 一 个 可 分 离 变 量 微 分 方程 ,因此 用 分 离 变 量 法 求解 。 
解 将 方程 转换 为 ee 


分 离 变量 ,得 eydy 一 es dr 


| 
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两 边 积分 ,得 ee 十 C 
这 就 是 原 方程 的 通 解 。 
例 4-6 求解 初 值 问题 [” “ 站 
y|z=0= 


分 析 这 是 一 个 可 分 离 变 量 微分 方程 , 先 用 分 离 变量 法 求 出 通 解 , 再 将 初始 条 件 代 入 


求 特 解 。 
解 “ 将 方程 转换 为 于 = 王 
【> 
分 离 变 量 ,得 erdy 一 ez dz 
对 方程 两 边 积分 ,得 e= 了 er 十 C 
1 FA 


将 yl:-o 一 0 代入 
所 以 , 初 值 问题 的 解 为 


3z | 人 
ae HC 中 ,得 C 3° 


,一 er 十 二 
e ae i 


例 4-7 求 微分 方程 VI 二 一 3z7yy 的 通 解 。 
分 析 ”这 是 一 个 可 分 离 变 量 微 分 方程 ,因此 用 分 离 变量 法 求解 
解 当世 上 1 时 ,分 离 变 量 , 得 
= 和 i 
J 3 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 


可 得 
= Ww = 
或 Vi 一 二 +C=0 
这 就 是 原 方程 的 通 解 。 


当 y 二 土 1 时 , 原 方程 的 两 端 均 为 零 , 故 > 一 士 1 也 是 解 ,但 不 能 并 入 通 解 之 中 。 
“ 例 4-8” 解 初 值 问 题 : 


| (: 十 ycos Yar = zcos Tdy 
流 


y|--: 一 0 


分 析 ”这 个 方程 通过 变形 可 转换 成 一 个 齐 次 方程 , 齐 次 方程 的 解法 是 : 引进 新 的 变 


量 u 一 富 ,使 方程 转换 为 可 分 离 变量 的 方程 ,然后 求解 。 


解 整理 方程 ,得 
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要 


zz 十 ycos 之 1 十 衬 cos 之 
这 TT 


dy 
zceos 字 cos 之 
风 也 
令 x= 定 , 则 > 一 wz， 型 =w 二 xz 至 ,代入 原 方程 ,得 
EE wy ; tz 原 ， 
er 1 ucosu 
dr Cosu 
du 1 
即 Tdr cosu 
分 离 变 量 , 得 
cosudu = 工 dz 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
sinu = lnz 十 lnC = lnCrz 
换 回 原 变 量 ,得 通 解 为 


sinY = lnCrz 
将 初始 条 件 y|,-1 二 0 代入 通 解 ,得 C= 二 1。 
即 初 值 问题 的 解 为 
工 一 en 
例 4-9 求 方程 (y 一 2zy)dz 十 zdy 一 0 满足 初始 条 件 y|,-1 二 e 的 特 解 。 
分 析 这 是 一 个 一 阶 线性 齐 次 方程 ,可 以 直接 用 分 离 变量 法 ,或 者 用 公式 法 求解 。 
解 ” 将 所 给 方程 转换 为 如 下 形式 : 


dy 1 二 
dt rz’ 2 


这 是 一 个 一 阶 线性 齐 次 方程 , 且 P(z) 一 二 其, 由 此 算出 


Pei =—| lae |( “一 点 ju nz 十 二 
由 通 解 公式 得 到 方程 的 通 解 为 
y= Cemett = Crzet 
将 初始 条 件 >|.=: =e 代 入 通 解 ,得 C= 二 1, 故 所 求 特 解 为 


1 
y= zer 


例 4-10 求 方程 所 一 -2225 一 (z 十 1) 主 的 通 解 。 
项 着 十 
分 析 这 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,可 以 用 常数 变易 法 ,或 者 直接 用 公式 法 求解 。 
解 解法 1( 常 数 变易 法 ) : 该 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
dy 2> 
dr 工 十 1 


一 0 


分 离 变 量 ,得 
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要 
dy _ 2dr 
y 忒 十 1 
对 方程 两 端 同时 积分 ,得 
lny = 2ln(z 十 1) 十 lnC 
从 而 得 齐 次 方程 的 通 解 为 


y=C(z+1)? 
将 上 式 中 的 任意 常数 C 换 成 函数 C(xz), 即 设 原 方程 的 通 解 为 
y= C(x) (z+1)’ 
则 有 


外 = Cz+ D+2C() (r+ 1) 
将 y 和 yy 代入 原 方程 ,得 
Cz)=(z+ Dt 
对 方程 两 端 同 时 积分 ,得 
Ga) = 子 (z 十 1) 主 十 C 
将 CCz) 代 入 y= 二 C(x)(z 十 1)* 中 , 即 得 原 方程 的 通 解 为 
y= (z+ ws (zx 十 DD 主 ++ 5] 


解法 2( 公 式 法 ): 将 


PCz) 


z+1" 
代入 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 公式 ,得 


:Ws 
y= dah [c+ D dedzr+c] 


Q(x) = (z+ Di 


= ezmtzHD [| (z+ DE .etd dx +c] 


EE 
rf E+E, 
(z+1) [| ti to] 


= (z 二 1)? 加 (et DE Fd] 


例 4-11 求 微分 方程 二 e* 一 cosz 的 通 解 。 
分 析 方程 属于 y” = 二/(z) 类 型 ,对 所 给 方程 连续 积分 3 次 即 可 求 得 通 解 。 
解 ” 对 所 给 方程 连续 积分 3 次 ,得 


y = 二 — Mi + 


, 


y 一 了 ee 寸 Goaz 寺 人 EscHes 


> 一 下 ee 十 sinz 十 于 Ca 十 Cz 十 C; 


这 就 是 所 给 方程 的 通 解 。 
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> 
例 4-12 求 y 十 y 二 x? 的 通 解 。 

分 析 方程 属于 六 一 /(z,y) 类 型 , 令 y 一 p(z), 将 YY 一 p' 一 筷 代 入 原 方程 求解 。 
解 令 y =p(z), 得 y=p' 一 候 , 将 其 代入 原 方程 得 


P' 十 p 二 x (一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ) 
代入 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 公式 ,得 


p= eh [ear 省 c] 
= [ea 十 c] 


er [ae 让 5] 


= [ze —2zde +c] 
= x:—27rz 二 2 二 +Ce™ 
叉 因为 p=y 一 晓 , 即 下 = 如 一 2z 十 2+Ce-, 对 此 式 两 端 同时 积分 ,得 通 解 为 


23 一 22 十 2z 一 Ce 十 Ci 


例 4-13 求 方程 Y 十 4y' 十 4y 一 0 的 满足 初始 条 件 y|;-o 二 1 和 y |,-o 二 0 的 特 解 。 
分 析 这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ,首先 求 出 对 应 特征 方程 的 特征 根 , 然 
后 根据 特征 根 的 不 同形 式 , 写 出 对 应 的 通 解 , 再 将 初始 条 件 代 入 求 出 任意 常数 , 即 得 特 解 。 


y= 


oo| 一 


解 ”其 特征 方程 为 天 十 4r 十 4 一 0 
其 特征 根 为 n=r=—2 
所 以 原 方程 的 通 解 为 


y 一 (Cl 十 Czz)e 2 
为 确定 满足 初始 条 件 的 特 解 ,对 y 求 导 , 得 
y = (Cs—2C1—2Cx)e” 
将 初始 条 件 y|,-。 二 1 和 y |:-。 一 0 分 别 代入 以 上 两 式 ,得 
C=1 
Cs:—2C=0 
解 得 Ci 二 1,C: 二 2。 于 是 , 原 方程 的 特 解 为 
y= (1+2z)e* 
例 4-14 求 方程 Y 一 4y 十 13y 一 0 的 通 解 。 
分 析 这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ,只 要 求 出 对 应 特征 方程 的 特征 根 ,再 
根据 特征 根 的 不 同形 式 , 写 出 对 应 的 通 解 。 


解 ”其 特征 方程 为 巡 一 4r 十 13 一 0 
特征 根 为 方 一 2 十 3i， rs=2—3i 
所 以 原 方程 的 通 解 为 


y= ex (Cicos3z 十 Czsin3z) 
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要 
例 4-15 求 微分 方程 Y 一 4y 十 3y==0 满足 初始 条 件 y|.-。 二 6 和 y |,-。 二 10 的 特 解 。 


分 析 这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 ,首先 求 出 对 应 特征 方程 的 特征 根 ， 
然后 根据 特征 根 的 不 同形 式 , 写 出 对 应 的 通 解 ,再 将 初始 条 件 代 入 求 出 任意 常数 , 即 得 


特 解 。 

解 ” 原 方程 的 特征 方程 为 rr 一 4r 十 3 二 0 
特征 根 为 n=1, rs=3 
故 原 方程 的 通 解 为 


y= Ce 十 Cee 
将 初始 条 件 y|,-。 二 6 和 y |;-。 二 10 代 入 ,得 Ci 二 4,Cs 二 2, 所 以 原 方程 的 特 解 为 
y= 4er ++2e™ 
例 4-16 求 yY 十 y 一 6y 二 3e” 的 一 个 特 解 。 
分 析 这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ,方程 属于 / (x) 二 P(x)e* 类 型 ， 
其 中 P, (xz) 为 常数 。 
解 因为 /(zx) 二 3e*, 则 4==2 是 特征 方程 的 单 根 ,所 以 取 k 二 1, 故 设 方程 的 特 解 为 
”一 Are 
求 导数 ,得 
y= Ae*+2Are” 
3 人 一 4Ae +4Are” 
代入 原 方程 ,消去 e“ 取 0, 整 理 , 得 


解 得 4= 癌 
所 以 原 方程 的 一 个 特 解 为 


例 4-17 求 方程 yy 十 4y' 十 3y 二 zx 一 2 的 一 个 特 解 。 

分 析 这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ,方程 属于 / (x) 二 P(x)e* 类 型 ， 
其 中 一 0。 

解 ”因为 f(z)=z 一 2 一 (z 一 2)e , 则 1 一 0 不 是 特征 方程 的 特征 根 , 所 以 取 A 一 0。 
故 设 方程 的 特 解 为 


一 Ar 十 B 
求 导数 ,得 
2” 一 
不 二 
代入 原 方程 ,整理 得 
3A=1 
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1 = 三 三 
解 得 Ms BS To 
所 以 原 方程 的 一 个 特 解 为 


4.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 4-2 


1. 求 下 列 可 分 离 变量 方程 的 解 。 
dz 十 zydy 一 只 dz 十 ydy 
(8) 
?|--o 一 2 
解 整理 方程 得 
?yz 一 1)dy 一 (如 一 1)dz 


分 离 变 量 ,得 


对 方程 两 端 同 时 积分 ,可 得 
$lnCy 人 SInC 


整理 得 原 方程 的 通 解 为 

玉 一 CCz 一 1) 十 1 
将 初 值 条 件 y|.-。 王 2 代入 ,得 C=3。 
故 原 方程 的 特 解 为 

好 一 3 人 一 下 :十 1 
“2. 求 下 列 齐 次 方程 的 解 。 
(4) (zx:+y:)dr—zydy=0 
解 ” 原 方程 可 变形 为 


dy zy 
dz TVy 
将 右边 分 式 的 分 子 、 分 母 同 除 以 xz? ,得 
1 十 (2) 
dy 1+ 
z 也 


r 


令 4 一 之 ,代入 方程 , 则 y=uz, 故 有 拷 一 w 十 z 到 ,将 上 述 两 式 代入 原 方程 ,得 


由 


da ltw_l 
We 站 
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-要 

即 xz 至 = 工 

分 离 变量 ,得 

udu 一 二 dz 
对 上 式 两 端 同 时 积分 ,得 
| = | :dz 
可 得 
去 必 一 In1zl+ 雪 C 

即 wu:=2ln|z|+C 

换 回 原 变量 ,得 通 解 为 


y= x:(2ln|z|+O) 
3. 求 下 列 一 阶 线性 微分 方程 的 解 。 
zy 二 y=cosz 


(6) 
|= 


解 (常数 变易 法 ) ” 原 方程 可 改写 成 


y +ly = Lcosz 
立 AX 


对 应 的 齐 次 方程 为 y+iy=0 
分 离 变量 ,得 
= 汪 
本 二 二 坟 dz 
两 边 积分 ,得 
lny = 一 lnz 十 lnC 
得 齐 次 方程 的 通 解 为 


让 
y 一 二 
:3 


设 原 方程 的 通 解 为 y 一 全 ,将 y,y 代入 原 方程 ,得 


4 


Cs) = e008 


积分 ,得 C(x) = sinz 十 C 
将 C(z) 代 入 式 y 一 全 中 ,得 原 方程 的 通 解 为 


0 
和 
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要 


将 初始 条 件 | ,一 1 代入 ,得 C 一 x, 故 所 求 特 解 为 
?一 二 Csinz 十 加 

“4 质量 为 m 的 降落 伞 从 飞机 上 下 落后 ,所 受 空气 的 阻力 与 下 降 速度 成 正比 (比例 系 
数 为 常数 上 >0) , 且 伞 张 开 时 的 速度 为 00 一 0)。 求 下 降 的 速度 v 与 时 间 1 的 函数 关系 。 

解 “降落伞 在 下 降 过 程 中 受到 重力 G=mg 和 阻力 上 一 ka 的 作用 ,由 于 阻力 与 速度 
方向 相反 ,因此 ,降落 伞 在 下 降 过 程 中 所 受 的 外 力 为 

F=G—f/=mg—kv 
由 牛顿 第 二 运动 定律 F 一 ma 一 m 最 可 知 


m 宇 =mg—kv 
又 因为 伞 张 开 时 的 速度 为 0(( 王 0) ,所 以 其 初始 条 件 为 
整理 得 初 值 问题 一 
m 时 =mg—kv 
|- 一 0 
这 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 ,通过 分 离 变量 两 边 积分 ,得 通 解 为 


ee 


mg—kv=Ce™ 
将 初始 条 件 v1,-o 二 0 代入 ,得 C=mg。 


因此 初 值 问题 的 解 为 mg—khv=mge * 
即 ve *) 

习题 4-3 

1. 求 下 列 方程 的 通 解 。 

(6) y=y'++z 


解 方程 属于 一 /x,y ) 类 型 , 故 令 y 一 p(z), 得 一 p 一 双 , 将 原 方程 转换 为 


Pp —p=z 
这 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 。 由 公式 法 可 得 


p= el [fedeartc,] 
= (| 和 十 名 ) 


= [jzace) +c] 


= +G) 
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对 上 式 两 边 同 时 积分 ,得 原 方程 的 通 解 为 
?一 Cier 一 去 袜 一 z 十 Cs 


2. 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 。 


pe 
(4) 14y|:-0=0 
yy |:-0=0 
解 ”由 于 方程 不 显 含 自 变量 z, 令 y 二 p(y), 则 
”= dp.dy sp 
Te dy 
于 是 原 方程 转换 为 p= 
分 离 变 量 ,得 
pdp = esdy 


对 上 式 两 边 积 分 ,得 
去 pr = 地 e* 十 
由 于 y| 60,y"|:-o 一 0, 代 入 上 式 ,得 C= 一 去 , 则 声 二 外 一 1, 即 
p=+tVes—1l 
由 于 方程 要 求 的 是 满足 初始 条 件 y |,-。 一 0 的 解 ,所 以 取 正 的 一 支 , 即 开 一 /Er 一 了。 


分 离 变量 ,得 
一 迷 一 = dz 


必 六 一 
对 上 式 两 边 积 分 (利用 换 元 法 ) ,得 
arctan Vez 一 1] 一 工 十 C。 
将 初始 条 件 y| ,=o 二 0 代入 ,得 C: 一 0。 


故此 初 值 问题 的 解 为 
arctan Me 一 1 一 艺 
即 y=lnsecx 
习题 4-4 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 。 

(6) YY 一 5y 一 0 

解 ”其 特征 方程 为 7—5r=0 
其 特征 根 为 n=0, r=5 
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所 以 方程 的 通 解 为 3y 一 Ci 十 Czes 

2. 求 下 列 微分 方程 的 特 解 。 

y+9y=0 
(3) 4y(0)=0 
y (0)=3 

解 ” 其 特征 方程 为 rr 十 9=0 
其 特征 根 为 riz=3i (a=0,8=3) 
所 以 方程 的 通 解 为 yy 一 Cicos3z 十 Czsin3> 

y =— Cisin3zx+t Cscos3x 
将 初始 条 件 y(0) 二 0,y (0) 二 3 分 别 代 入 y,y , 解 得 
C=0, C=1 

故 所 求 的 特 解 为 y=sin37r 

4. 求 下 列 微分 方程 的 一 个 特 解 。 

(6) Y +o y= coswr 

解 由 于 =0,8=ow'a 士 ip= 士 wi 是 特征 方程 让 十 w= 二 0 的 特征 根 ,所 以 取 k=1。 故 
设 方程 的 一 个 特 解 为 

”一 Azcoswz 十 Brsinwz 
将 其 代入 原 方程 可 得 
(Azcoswr t+ Brsinwr) ow (Azrcoswzr 十 Brsinwzr) = coswx 
整理 得 


2wB coswr 一 2wAsinwz = cosw 工 


2wB=1 
比较 系数 应 有 Ee 
从 而 解 得 4=0，B= 击 
w 
所 以 原 方程 的 特 解 为 
3” 一 部 sinoz 


“7. 一 质点 在 一 直线 上 由 静止 状态 开始 运动 ,其 加 速度 a 二 一 4s(1) 十 3sint, 试 求 运动 
方程 ;=s(4)。 
解 ” 依 题 意 ,可 知 有 如 下 初 值 问题 : 
+4s = 3sint 
lo 一 0 
s (0) 一 0 
线性 非 齐 次 方程 Y 十 4s 一 3sinl 对 应 的 线性 齐 次 方程 为 
+4s=0 
线性 齐 次 方程 的 特征 方程 为 于 十 4r 一 0, 解 得 特征 值 为 > 一 十 2i。 故 线性 齐 次 方程 
十 4s 二 0 的 通 解 为 
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s = Cicos2t+ Csin2t 
设 线性 非 齐 次 方程 十 4s 二 3sini 的 一 个 特 解 为 
s™ = Acost + Bsint 
则 s” ‘=—Asint+ Beost 
5 一 一 Acos: 一 Bsinz 
将 上 式 代 入 十 4s 二 3sint, 解 得 A 一 0,B 王 1。 故 所 求 线性 非 齐 次 方程 的 特 解 为 
s = sint 


所 以 ,所 求 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
s 一 Cicos2t+ Cssin2it 十 sint 


将 s(0) 二 0,#(0) 二 0 代入 上 式 , 解 得 Ci 一 0,C: 一 一 二 。 所 以 ,运动 方程 为 


s = sint(l]— cost) 


总 习题 4 
1. 选择 题 。 
(1) 微分 方程 (y) 一 zy 十 3zy 一 2z 十 1 的 阶 数 是 ( )s 
不, 硬 B. 2 C. 3 语 ; 六 
(2) 方程 (y 一 zx?)dzx 十 zdy 二 2xydzr 十 x*dy 是 ( WN: 
A. 变量 可 分 离 方 程 B. 齐 次 方程 
C. 一 阶 线性 方程 D. 以 上 结论 都 不 正确 
(3) 微分 方程 此 十 虹 =0 满足 初始 条 件 y(3) = 二 4 的 特 解 是 ( i 
A. 好 十 光一 25 B. z+y:=C 
C. 3z+4y=C D. y—z’=7 
(4) 微分 方程 y 一 2y 二 0 的 通 解 是 ( )。 
A. y=sinx B. y=4e” C. y=e” D. y=Ce” 
(5) 函数 y 二 cosz 是 微分 方程 ( ) 的 解 。 
A. y' 二 y=0 B. y+2y=0 
C. y+y=0 D. y+y=coszr 
2. 填空 题 。 
(1) 微分 方程 zyy 一 + (y' ?十 zy! 二 0 的 阶 数 是 a 
(2) y 一 5y 十 6y==0 的 特征 方程 为 ,特征 根 为 
(3) y= 二 e “的 通 解 是 
(4) y= 二 sinz 的 通 解 是 g 
(5) Y 一 4y 十 4y 一 e 的 一 个 特 解 应 具有 形式 
(6) 微分 方程 zy 一 2y 二 0 的 通 解 是 加 


(7) 微分 方程 yy 一 5y 十 6y 二 0 的 通 解 是 
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(8) 微分 方程 光一 2y' 十 y=0 的 通 解 是 本 

3. 判断 题 。 

(1) 微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 的 导数 的 最 高 阶 数 称 为 该 方程 的 阶 。 
(2) 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 两 个 解 之 和 仍 是 方程 的 解 。 

(3) 若 微分 方程 的 解 中 含有 常数 , 则 称 其 为 微分 方程 的 通 解 。 

(4) 微分 方程 xy 一 2 (y ) 一 4zy 一 0 的 阶 数 是 4。 

(5) 微分 方程 十 5y 十 4y 一 0 的 通 解 是 > 一 Cie 十 Ce 。 

4. 计算 题 。 

(1) 求 微分 方程 xy' 一 > 一 0 的 通 解 。 

(2) 求 微分 方程 xy 一 2y 一 zscosz 的 通 解 。 


(3) 求 微分 方程 y 一 士 y 的 通 解 。 


(4) 求 微分 方程 多 十 5y 一 6y 一 0 满足 初始 条 件 y(0) 二 3,y (0) 一 一 4 的 特 解 。 
(5) 求 微分 方程 yy 十 2y 十 5y=0 的 通 解 。 
(6) 求 微 分 方程 多 一 三 2z 十 1 的 一 个 特 解 。 


答案 


1. DB 2DC A MD (YC 
2. (1) 2 

(2) r?—5r+6=0,n=2,rs=3 

(3) y=e™*+Ciz+C; 

(4) y 一 一 sinz 十 Ciz 十 C: 

(5) Ax’e” 

(6) y=Cx’ 

(7) y 一 Cizz Cx™ 

(8) y=e* (C+Cx) 
BRAD OW BR WX DR 
& WI Cs 

(2) y 一 zzsinz 十 Czz 


(3) 2 一 二 Ciz 二 Cs 


(4) y 一 e 好 十 2er 
(5) y=e (Cicos27z 十 Czsin2z) 
(6) y’ 一 一 Z2 一 3 


一 一 一 一 一 


乙 二 一 ~ 一 
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空间 解析 几何 与 向量 代数 


5.1 基本 要 求 


(1) 理解 向 量 的 概念 ,理解 空间 直角 坐标 系 ,根据 向 量 的 线性 运算 建立 空间 直角 坐标 

系 ,利用 坐标 系 讨论 向 量 的 运算 ,掌握 两 点 间距 离 的 计算 公式 ,熟悉 向 量 的 模 、 方 向 角 和 
影 。 

(2) 掌握 空间 中 向 量 、 点 、 直 线 ,平面 的 形式 。 
(3) 熟练 掌握 两 向 量 的 数量 积 、 向 量 积 的 运算 。 
(4) 会 判别 两 向 量 位 置 关系 (平行 垂直、 夹 角 )。 
(5) 熟悉 向 量 的 方向 余弦 、 坐 标 表达 式 及 单位 向 量 。 
(6) 掌握 求解 平面 方程 和 直线 方程 的 方法 。 

(7) 了 解 曲 面 方程 。 


5.2 内容 提要 


1. 向 量 及 其 线性 运算 


1) 向 量 的 概念 

既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫 作 向 量 ( 或 矢量 ) 。 

2) 单位 向 量 、 零 向 量 

模 等 于 1 的 向 量 叫 作 单位 向 量 。 模 等 于 0 的 向 量 叫 作 零 向 量 。 

3) 向 量 的 相等 、 夹 角 、 共 线 、 共 面 

(1) 如 果 向 量 a 和 6b 的 大 小 相等 . 且 方 向 相同 , 则 称 向 量 a 和 4b 是 相等 的 , 记 作 a 二 b。 

(2) 向 量 a 和 的 夹 角 记 作 (a.6 ) 或 ( 刀 a )( 设 pg=(a.B ), 则 0p)。 

(3) 当 两 个 平行 向 量 的 起 点 为 同一 点 时 .它们 的 终点 和 公共 起 点 在 一 条 直线 上 , 因 
此 ,两 向 量 平行 又 称 两 向 量 共 线 。 
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(4) 设 有 k(k 宇 3) 个 向 量 , 当 它 们 的 起 点 为 同一 点 时 ,如 果 终 点 和 公共 起 点 在 一 个 平 
面 上 ,就 称 & 个 向 量 共 面 。 

4) 向 量 的 线性 运算 

(1) 向 量 的 加 减法 


设 有 两 个 向 量 a 与 b ,平移 向 量 b 使 其 起 点 与 a 的 终点 重合 ,此 时 从 a 的 起 点 到 b 的 
终点 的 向 量 e 称 为 向 量 a 与 b 的 和 . 记 作 a 十 b, 即 c= 二 a 十 b。 向 量 的 加 法 满足 三 角形 法 则 
及 平行 四 边 形 法 则 。 

向 量 的 加 法 满足 以 下 运算 规律 。 


Q@ 交换 律 : a 十 b==b 十 a; 
@ 结合 律 : (a 十 b) 十 c==a 十 (b 十 c)。 
(2) 向 量 与 数 的 乘法 
向 量 a 与 实数 4 的 乘积 记 作 4a 。 
向 量 与 数 的 乘积 满足 以 下 运算 规律 。 
@ 结合 律 : 4(ya) 二 jGa)= (M0a; 
@ 分 配 律 : (十 pa 一 ia 十 pa 
XA(a+b)=Xha 二 加。 
@ 两 向 量 平行 的 条 件 。 设 向 量 a 取 0, 那 么 ,向 量 b5b 平 行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 唯一 的 实数 4, 使 bp 二 Xa 。 
5) 空间 直角 坐标 系 
在 空间 取 定 一 点 O 和 3 个 两 两 垂直 的 单位 向 量 i、j、k, 就 确定 了 3 条 都 以 O 为 原点 
的 两 两 垂直 的 数 轴 , 依 次 记 为 x 轴 ( 横 轴 ) 、y 轴 ( 纵 轴 ) 、x 轴 ( 竖 轴 ) ,统称 为 坐标 轴 。 它 们 
构成 一 个 空间 直角 坐标 系 , 称 为 Oxyz 坐标 系 。 通常 把 x 轴 和 >y 轴 配 置 在 水 平面 上 ,而 
z 轴 则 是 铬 垂 线 。 它 们 的 正 向 通常 符合 右手 规则 。 
6) 利用 坐标 作 向 量 的 线性 运算 
设 a=(az yaysas),b 二 (6; ,5b,,b:), 则 
a+b= (Carb yatb, sa 6.) 
二 一作 Ce By OB CO 
ha = (Mas hay as) 
向 量 b/a 的 充 要 条 件 是 一 2 一 
7) 向 量 的 模 、 方 向 角 、 投 影 
(1) 向 量 的 模 与 两 点 间 的 距离 公式 
设 向 量 r 一 (zy,z), 则 |r|= V 亚 干 交 干 村 称 为 向 量 > 的 模 。 
设 有 点 ACziyys),B(Czz ,ys ,zz), 则 点 A 与 点 B 间 的 距离 为 
1AB |=|AB|= VG -ny Ty ym) TH 
(2) 方向 角 与 方向 余 弦 
非 零 向 量 + 与 3 条 坐标 轴 的 夹 角 a、B、Y 称 为 向 量 r 的 方向 角 ; cosa、cosB、cosy 称 为 向 
量 r 的 方向 余弦 。 
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(3) 向 量 在 轴 上 的 投影 

任 给 向 量 +, 作 OM=r, 再 过 点 M 作 与 w 轴 垂直 的 平面 交 v* 轴 于 点 M'( 点 M' 叫 作 点 
M 在 wx 轴 上 的 投影 ), 则 向 量 OM7Y 称 为 向 量 r 在 wx 轴 上 的 分 向 量 。 设 OM 二 Xe, 则 数 4 称 
为 向 量 r 在 w 轴 上 的 投影 , 记 作 Prjr 或 (7),。 

(4) 向 量 的 投影 的 性 质 

©@ (a),= lalcosg( 即 Prja = |alcosp) ,其 中 9 为 向 量 a 与 a 轴 的 夹 角 ; 

©® (at+b),.= (a),t+(b),. (Bh Prj, Catb)=PrivatPri.b); 

图 Ma),=A(a), (BD Prj, Qa) =4Prj,a)。 


2. 两 向 量 的 数量 积 


两 向 量 的 数量 积 : 
a.b=|lallb|cos0 
1) 数量 积 的 性 质 
(1) a*a=|al’; 
(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 a 和 6b, 如 果 a*…b 二 0, 则 a 上 b; 反之 ,如 果 a 上 5b, 则 a，b==0。 
2) 运算 律 
(1) 交换 律 : a b 二 b，a; 
(2) 分 配 律 : (a 十 b) * c==a* c+b* ce; 
(3) 结合 律 : Ma) ， b= 二 a* (Wb) 二 A(a* b)。 
3) 数量 积 的 坐标 表示 式 
设 ae 一 (ayayya-) ,8 一 (bb 0-)， 则 a。D8 一 az0- 十 ay 十 a-0e。 
4) 两 向 量 夹 角 的 余弦 


0 a*b arbz + ayb, tasb: 
Tellsl YarTtete VtWT 
3. 两 向 量 的 向 量 积 
1) 向 量 积 的 性 质 
(1) aXa=0; 
(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 a 和 5 ,如 果 aXb 二 0. 则 a//b; 反之 ,如 果 a//b, 则 aXxb==0。 
2) 运算 律 


(1) 交换 律 : aXb== 一 bXa; 
(2) 分 配 律 : (a 十 b)Xec==aXct+bXxe; 
(3) 结合 律 : a)Xb=aX Ob)=A(aXb) (CA 为数) 。 
3) 向 量 积 的 坐标 表示 式 
设 a 一 (az ,ayya),0 一 (0 0,0-) , 则 
人 济 沁 
QXD 一 |ar a, a: 


Bs Bs 
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4. 曲面 及 其 方程 


1) 曲面 方程 的 概念 

如 果 曲 面 S 与 三 元 方程 F(x,y,x) 二 0 有 下 述 关 系 : 

(1) 曲面 S 上任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 FF(Cz,y,z) 一 0; 

(2) 若 不 在 曲面 S 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 F(zx,y,z) 二 0， 
则 方程 F(z,y,z) 二 0 就 叫 作 曲面 S 的 方程 ,而 曲面 S 就 叫 作 方程 F(z,y,x) 二 0 的 图 形 。 

2) 旋转 曲面 

以 一 条 平面 曲线 绕 其 平面 上 的 一 条 直线 旋转 一 周 所 成 的 曲面 叫 作 旋转 曲面 ,旋转 曲 
线 叫 作 旋 转 曲面 的 母线 ,而 这 条 定 直线 叫 作 旋转 曲面 的 轴 。 

设 在 yOxz 坐标 平面 上 有 一 已 知 曲线 C , 它 的 方程 为 


一 CA M0, ,21) 


把 该 曲线 绕 = 轴 旋 转 一 周 ,就 得 到 一 个 以 = 轴 为 轴 的 旋转 曲面 ,如 


图 5-1 所 示 。 它 的 方程 可 以 通过 以 下 方法 求 出 。 
设 M(xz,y,z) 为 曲面 上 任 一 点 , 它 是 曲线 C 上 点 Mi(0,yi ,xz1) 
绕 < 轴 旋 转 而 得 到 的 。 因 此 有 如 下 关系 等 式 : 


f(yisa) =0, z=a, [n= Vr 十 和 图 5-1 
从 而 得 f(+tVzr’+y ,z)=0 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 。 


在 曲线 C 的 方程 f(y,x)==0 中 ,将 yy 改 成 士 Vz 十 y , 便 得 曲线 C 绕 > 轴 旋 转 所 成 
的 旋转 曲面 的 方程 为 
f(t V 好 十 交 ,z) 一 0 
同 理 ,曲线 C 绕 > 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
yy 士 Vz 十 2 ) 王 0 
3) 柱 面 
一 般 来 说 ,平行 于 定 直 线 并 沿 定 曲 线 C 移动 的 直线 工 形成 的 轨迹 叫 作 柱 面 , 定 曲 线 
C 叫 作 柱 面 的 准 线 , 动 直线 工 叫 作 柱 面 的 母线 ,任何 一 个 二 元 方程 在 空间 直角 坐标 系 的 图 
形 为 柱 面 。 
4) 二 次 曲面 
三 元 二 次 方程 所 表示 的 曲面 叫 作 二 次 曲面 。 二 次 曲面 有 9 种 : 椭圆 锥 面 、 椭 球面 单 
叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 椭圆 抛物 面 、 双 曲 抛物 面 、 椭 圆柱 面 、 双 曲 柱 面 、 抛 物 柱 面 。 


5. 空间 曲线 及 其 方程 


1) 空间 曲线 的 一 般 方程 
和 (zy*z) 一 0 


GCCry yz) 一 0 


第 5 章 “空间 解析 几何 与 向 量 代数 


87 


2) 空间 曲线 的 参数 方程 


3) 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 
F(x,y,z)=0 
G(z,y,z)=0 
0, 再 与 < 二 0 联 立 , 即 可 得 到 包含 曲线 C 在 zxOy 坐标 平面 的 投影 的 曲面 方程 : 
H(z,y)=0 
I 
同 理 ,消去 方程 组 中 的 变量 x 或 变量 y ,再 分 别 和 z=0 或 y=0 联 立 , 即 可 得 到 包含 
曲线 C 在 yOx 坐标 平面 或 zOx 坐标 平面 的 投影 的 曲面 方程 
i =0 Eo =0 


设 空间 曲线 C 的 一 般 访 各 为 | ,将 方程 组 消去 变量 > 后 得 到 方程 H(zx,y) 二 


到 


立 一 0 


y=0 

6. 平面 及 其 方程 

1) 平面 的 点 法 式 方程 

由 平面 上 一 点 Mo (zo ,yo sxo) 及 法 线 向 量 n 二 (A,B,C) 可 得 平面 的 点 法 式 方程 为 


A(z—z0)++ Bly—%)+C(z—%) 0 
2) 平面 的 一 般 方程 


Az 二 By 十 Cz 十 D=0 
3) 平面 的 截 距 式 方程 
二 只 让 
其 中 ,a,b,c 依次 叫 作 平面 在 +、y、z 轴 上 的 截 距 。 
4) 两 平面 的 夹 角 
两 平面 的 法 线 向 量 的 夹 角 (通常 指 锐角 ) 称 为 两 平面 的 夹 角 。 
设 平面 全 和 I 的 法 线 向 量 分 别 为 m 二 (Ai,Bi.,Ci) 和 ns 二 (As ,Bs,C;), 那 么 平面 
友和 到 的 夹 角 0 可 由 cos 9 一 一 全 人 A 十 忆 Be 十 CiCz| 来 确定 。 
AITBITG « VAITBITGS 
平面 下 和 I 垂直 相当 于 A1As 十 Bi1Bs 十 CiC; 二 0。 


平面 I 生平 行 或 重合 相当 于 侈 一 优 一 尼 。 
5) 点 到 平面 的 距离 
平面 外 任 一 点 Po (zo ,yo ,zo) 到 平面 Az 十 By 十 Cx 十 D=0 的 距离 公式 为 


4 = |Azo 十 By 十 Cxo 十 | 
A'+B +C 
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7. 空间 直线 及 其 方程 


1) 空间 直线 的 一 般 方程 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di 一 0 


Asz 十 By 十 Ciz 二 D; 0 

2) 空间 直线 的 对 称 式 方程 与 参数 方程 

Mo (zo，yo sxo) 是 直线 LL 上 的 一 点 ,直线 工 的 方向 向 量 为 二 Gm,n,p), 则 方程 
立 一 To -2 一 加 一 2 一 2 


m n p 


为 直线 工 的 对 称 式 方程 或 点 向 式 方程 。 


Z 一 Zo 十 zzt 
参数 方程 为 

z 一 zo 十 力 ! 
3) 两 直线 的 夹 角 
两 直线 的 方向 向 量 的 夹 角 (通常 指 锐角 ) 叫 作 两 直线 的 夹 角 。 
设 直线 L 和 工 ; 的 方向 向 量 分 别 为 5 二 Gm ma pi) 和 s: 王 (may vb) ,那么 直线 工 ， 

入 的 夹 角 可 由 cosg 一 一 一 于 十 贡 到 二 Pps| 来 确定 。 
mit+nit+pi * Vmit+ni+ ps 

而 且 易 推 得 下 列 结论 : 
(1) 两 直线 L 和 L: 相互 垂直 相当 于 mms 十 mins 十 pips 王 0; 


(2) 两 直线 L, 和 L: 相互 平行 相当 于 各 一 全 一 全。 
4) 直线 与 平面 的 夹 角 
当 直 线 与 平面 不 垂直 时 ,直线 和 它 在 平面 上 的 投影 直线 的 夹 角 y| 0<g 一 到 ] 称 为 直 


线 与 平面 的 夹 角 ; 当 直 线 与 平面 垂直 时 ,规定 直线 与 平面 的 夹 角 为 子 。 
设 直 线 的 方向 向 量 为 s 二 Gm,n,p) ,平面 的 法 线 向 量 为 n 二 (A,B,C) ,直线 与 平面 的 
夹 骨 可 由 sing I|Am+t+Bn+t+Cpl 确定 。 
A 
而 且 易 推 得 下 列 结论 : 
(1) 直线 与 平面 重 直 相当 于 全 一 号 一 
(2) 直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 


了 


到 | 


当 于 Am 十 Bn 十 Cp==0。 


5.3 学 习 要 点 


本 章 的 重点 是 理解 向 量 的 概念 ,理解 空间 直角 坐标 系 , 根 据 向 量 的 线性 运算 建立 空间 
直角 坐标 系 , 并 利用 坐标 系 讨论 向 量 的 运算 ; 掌握 两 点 间距 离 的 计算 公式 ,熟悉 向 量 的 
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模 \ 方 向 角 、 投 影 ; 掌握 空间 中 向 量 ,点 .直线 ,平面 的 形式 ; 熟练 掌握 两 向 量 的 数量 积 、 向 
量 积 的 运算 ; 会 判别 两 向 量 位 置 关 系 (平行 垂直 、 夹 角 ); 熟悉 向 量 的 方向 余弦 、 坐 标 表 
达 式 及 单位 向 量 ; 并 且 要 会 求 平面 方程 和 直线 方程 ; 最 后 要 了 解 空间 曲面 方程 。 


5.4 例题 增补 


例 5-1 求 向 量 a=(2i 一 k)X(3i 一 j 十 2) 在 向 量 b==(2, 一 3,6) 上 的 投影 。 
分析 ”由 投影 定理 Prya=|a|cost dB =|a| 。 上 一 2- 和, 需要 先 计算 a。 


Jallbl Tol 
解 ” 因 为 
i i 天 
a=|2 0 一 1|= 一 一 人 7 一 = (一 1, 一 7?, 一 2) 
3 一 1 2 
所 以 
Pra =l al cos( GB ) 一 al Te 一 全 


—2+21—12_7 
V4+9+36 7 
例 5-2 已 知 lal 王 1,15| 一 2,|e| 一 3,2。c 一 5,|a 十 5 十 c| 王 6, 求 la 一 5 一 c| 。 
分 析 ”由 于 向 量 ae,b,e 无 法 求 出 , 故 不 能 用 模 的 定义 求 模 。 但 是 向 量 的 模 可 以 看 作 该 
向 量 与 自身 内 积 的 算术 根 , 即 |al 二 Va*a, 因 此 可 以 利用 内 积 运 算 的 某 些 规律 求 向 量 
的 模 。 

解 |a 一 5 一 c|: 一 (a 一 0 一 c)。(a 一 0 一 c) 
=|al?+|bl’?+|el:—2(a* b+ta* c—b*ce) 
=14—2(a* b+a* c—b* ce) 

又 la 十 b 十 c| 二 6, 故 (aq 十 b 十 c)。 (a 十 b 十 ec) 二 36, 即 

lals+lbl:+lel:+2Ca .bi+asc+bh.e) = 36 
解 得 a*bta*ctb*c=1l 
又 因为 b，c 二 5, 所 以 


一 1 


a。p 十 ac 一 6 

从 而 la—b—el*:=14—2X(6—5)=12 
即 la—b—ec|=2V3 

例 5-3 ”说明 旋转 曲面 (= 一 ao) 一 z 习 十 交 是 怎样 形成 的 。 

分 析 ”由 旋转 曲面 的 定义 知 ,旋转 曲面 (= 一 ao) 一 z2 十 y 的 母线 是 : = 一 a 一 士 zx 或 
< 一 a 二 土 y。 将 母线 绕 > 轴 旋 转 一 周 而 生 成 的 旋转 曲面 方程 两 端 同时 平方 即 得 旋转 曲面 

zx 一 0)2 一 z2 十 y。 

解 (zx 一 a)’ 二 zx? 十 y? 表示 zOz 坐标 平面 上 的 直线 z= 二 x 十 a 或 二 一 x 十 a 绕 z 轴 旋 
转 一 周 而 生 成 的 旋转 曲面 ,或 表示 yOz 坐标 平面 上 的 直线 = 一 > 十 a 或 = 一 > 十 < 绕 > 轴 
旋转 一 周 而 生 成 的 旋转 曲面 。 
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例 5-4 求 抛 物 柱 面 涯 一 az 被 旋转 抛物 面 y’? 十 x 二 3ax 所 截 曲 线 C 在 zxOy 坐标 平 
面 上 的 投影 。 

分 析 由 曲线 C 在 某 个 坐标 平面 上 的 投影 的 定义 知 ,问题 为 求 曲线 C 关于 zOy 坐标 
平面 的 投影 柱 面 与 zxOy 坐标 平面 的 交 线 。 

解 ”由 题 设 知 曲线 C 的 方程 为 


i 
人 十 于 = 3az 
消去 =, 得 y= 二 2arx。 故 曲线 C 在 zOy 坐标 平面 上 的 投影 为 
y = 2ar 
人 一 0 


例 5-5 已 知 两 直线 :<= 汪汪 与 1: 23 一 盖 一 一 人, 求 过 直线 


一 1 1 
Li; 与 L; 的 平面 方程 。 

分 析 直线 工 i 与 L; 在 所 求 平面 内 ,那么 平面 的 法 向 量 n 与 Li,L; 的 方向 向 量 9 ,ss 
都 垂直 ,因此 s, X ss 就 是 所 求 平面 的 一 个 法 向 量 m, 由 于 Li,L: 上 任何 一 点 都 在 该 平面 
上 , 故 由 点 法 式 可 得 平面 方程 。 

解 已 知 % 王 (2, 一 1,1),% 王 (1,1, 一 2), 则 


i 大 
R= Xs 4 1 1 (ls5s3 
1 有 


又 因为 点 (1, 一 2,4) 在 平面 上 , 故 所 求 平面 方程 为 
1(z 一 1) 十 5(y 十 2) 十 3(z 一 4 一 0 
整理 得 Z 十 5y 十 3z 一 3 一 0 


9 二 0 的 直线 方程 。 

分 析 ”所 求 直 线 过 定点 书 , 只 须知 道 它 的 一 个 方向 向 量 就 可 用 对 称 式 写 出 方程 。 由 
已 知 条 件 知 ,该 直线 垂直 于 一 条 已 知 直线 和 一 个 已 知 平面 ,也 就 是 该 直线 的 方向 向 量 垂直 
于 这 条 已 知 直线 的 方向 向 量 和 这 个 已 知 平面 的 法 向 量 ,因此 这 两 个 向 量 的 向 量 积 就 是 所 
求 直线 的 一 个 方向 向 量 。 


的 法 向 量 n 二 (2,5, 一 3), 则 


& 对 天 
sxn= |3 4 2|=(—22,13,7) 
3 页 一 3 


是 所 求 直 线 的 一 个 方向 向 量 , 故 所 求 直 线 为 
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到 中 二 训 县 一 贡 


一 区 
例 5-7 求 平面 xz 一 2y 十 3z 十 2 二 0 与 各 坐标 平面 夹 角 的 余弦 。 
分 析 ”坐标 平面 也 是 一 种 平面 ,两 平面 夹 角 又 规定 为 两 平面 法 向 量 所 夹 的 角 ,因此 只 
须 写 出 每 个 平面 的 法 向 量 ,由 夹 角 公式 即 可 求 得 。 
解 平面 xz 一 2y 十 3z 十 2 二 0 的 一 个 法 向 量 为 n 二 (1, 一 2,3)。zxOy 坐标 平面 yOz 坐 
标 平面 xOz 坐标 平面 的 法 向 量 分 别 为 k= 二 (0.,0,1),i=(1,0,0),j 二 (0,1,0)。 
设 已 知 平面 与 上 述 3 个 坐标 平面 的 夹 角 分 别 为 a,B,Y, 由 夹 角 公式 可 得 


cosa = js 
TaTTET 一 Vi 

eg | | 进 

co ml 

ln:j| _2 
A 

2z 一 y 十 z 十 2 一 0 

例 5-8 求 点 PC 到 直线 | 的 距离。 

Z 一 3y 十 3z 十 6 一 0 


分 析 ”点 到 直线 的 距离 是 过 该 点 与 已 知 直线 垂直 的 垂 线段 的 长 度 , 只 要 求 得 已 知 点 
在 已 知 直线 上 的 投影 点 已 , 则 两 点 间 的 距离 即 为 所 求 。 为 此 作 过 已 知 点 且 与 已 知 直线 垂 
直 的 平面 ,此 平面 与 已 知 直线 的 交点 即 为 所 求 的 投影 。 

解 ”由 题 设 知 直线 


的 一 个 方向 向 量 


i KN 9 
S 2 | (0 5,—5) 
下 二 


过 点 忆 与 已 知 直线 垂直 的 平面 为 
Dr 十 了 功 一 5 一 功 一 50z 一 20 一 0 
整理 得 y 十 x 一 3 二 0。 该 平面 与 已 知 直 线 的 交点 由 
y 十 z 一 3 一 0 
este 


X—3y 十 3z 十 6= 二 0 


1 
2 2 

Re yy 厅 
| PP' 1 J/ 0 + 人 - 1 


所 以 点 卫 到 直线 的 距离 为 号。 


es ] 小 
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5.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 5-1 

2. 如 果 平 面 上 的 一 个 四 边 形 可 以 被 对 角 线 平分 ,试用 向 量 证 明 它 是 平行 四 边 形 。 
解 ”如 图 5-2 所 示 , 设 四 边 形 ABCD 中 AC 与 BD 交 于 点 M。 

由 已 知 AM= 二 MC,DM=MB 得 站 C 


AB = AM+MB = M+DM = DC PT 
即 A 让 /DC 且 1A 记 |=1DC1 ,因此 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 。 2 


6. 求 点 A(2, 一 3,1) 到 各 坐标 轴 的 距离 。 
解 点 A 到 xz 轴 的 距离 di 二 V0? 十 (一 3)? 十 二 V10; 


点 A 到 y 轴 的 距离 d= 二 V2 十 0 十 1? 二 V5; 
点 A 到 xz 轴 的 距离 ds 二 V2 十 (一 3)? 十 0 二 V13。 


解 ” 因 为 所 求 点 在 yOz 坐标 平面 上 ,不 妨 设 该 点 为 P(0,y,x)。 依 题 意 点 卫 与 : 


A ,B,C 等 距离 ,又 因为 
| 世 1= 
1 PB |= VFTOY Ta Ht) 
1PEI= VO -5 + 1 


由 |PA|=|P 户 |=|1PCI 知 
3 十 (y 一 1)? 十 (z 一 2)? = 二 V 和 十 (> 十 2 六 十 (z 十 2) 
= VCy 一 5 六 十 (z 一 ])2 


9 二 1 一 2 下体 十 区 全 人 趟 2 兴 


即 


Fty— 1 一 =(ty—=57 Te 一 J 
解 得 y= 二 1,z 二 一 2。 故 所 求 点 的 坐标 为 (0,1, 一 2)。 
8. 求 平行 于 向 量 a 二 (3,1, 一 2) 的 单位 向 量 。 
解 因为 向 量 a 的 单位 向 量 为 帮 [, 且 

lal= V3 十 王 十 (一 225 = VI4 
所 以 平行 于 向 量 a 的 单位 向 量 为 


9. 设 已 知 两 点 A(3,Y2,1) 和 B(4,0,2) ,计算 向 量 A 记 的 模 、 方 向 余弦 和 方向 角 。 
解 ” 向 量 A 记 =(4 一 3,0 一 V2 ,2 一 1) 二 (1, 一 V2 ,1) ,其 模 为 
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12B 1= VE 十 玫 D)2TL =2 
其 方向 余弦 分 别 为 


cosa 了 ， cosB 2 


s COsY 


即 


习题 5-2 


4. 设 a==2i 一 3 一 k,b= 二 3i 十 j 一 2k, 求 a*b,aXb,( 一 2a)。 3b,aX3b。 
解 a* b=(2,—3,—1)° (3,1,—2)=2X3+( 


3)X1+(—DX(—2) 


3j 十 2k 十 9k 十 4j 十 i 
:es 
=i+j+1lk = (7,1,11) 
(—24) 。35 = 一 6(a .0) =—6X5=— 30 
aX3b= 3(aXb) = 3(7,1,11) = (21,3,33) 
5. 设 q=3i 十 2j 一 k,5b 二 i 十 j 十 3k, 求 cos( a5b )。 
解 ” 因 为 


a*b=32,—1) "(11,3) 
3X1 十 2X1 十 (一 1)X3 一 2 

la1= VSTFTCTz = Vt 

151= VETETg = VIT 


故 wa 二 一 2 一 一 2 
lallol Viax Vir vis4 


位 向 量 。 
解 ” 因 为 MMi x MzMWw 与 MMi ,MA 都 垂直 ,由 


MM; = (1,2,D) ,MM; = (1,—3,1) 


县 :证 顺 
可 得 MMXMM=|I1 2 1|=05;0;—=5) 
二 = 重 


IMM;: x MM;|= V25TF0T25 = V50 一 5V2 
因此 与 MiM; ,M: Ms 同时 垂直 的 单位 向 量 为 


MM; x M;M; 


iS L505—5) 
Mi M: x MM; 5V2 


竹 


6. 已 知 Mi (1, 一 1,3),M:(2,1,4),Ms (3, 一 2,5), 求 与 M Ms ,MsMs 同时 垂直 的 单 
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7. 已 知 O0A=i 一 2j 十 3k,O=3i 十 j 十 3k, 求 人 OAB 的 面积 。 
解 ”根据 向 量 积 的 几何 意义 知 


Saaws = 记 104 x OB | 


由 于 OXA=(1, 一 2,3) ,OB=(3,1,3), 因 此 


i jk 
AxB= |1 —2 3|=—9+6j+7k = (一 9,6,7) 
3 1 3 
于 是 Saow 一 广 10AxOB| - C9 Ti6 i7 ! 166 
习题 5-3 


1. 某 一 动 点 到 两 定点 A(4,5,6) 和 B(2,3,1) 的 距离 相等 , 求 该 动 点 的 轨迹 方程 。 
解 ” 设 动 点 为 M(z,y,x) ,由 题 意 知 


| AM |=| MB | 
即 (x—4)?+(y—5)’+(z—6) (Cz 一 275 干 (7 一 5325 二 (< 一 175 
整理 得 4zx 十 4y 十 10z 一 63 二 0 


4. 将 zOz 坐标 平面 上 的 双 曲 面 2x? 一 <2? 二 15 分 别 绕 xz 轴 及 < 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 
的 旋转 曲面 的 方程 。 
解 ”以 士 Vy 十 代替 双 曲 线 方程 2x? 一 > 二 15 中 的 <, 得 该 曲线 绕 xz 轴 旋 转 一 周 生 
成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
2 — (+ FF) = 15 
即 222 一 池 一 到 一 王 
以 土 Vz 十 y 代 蔡 双 曲线 方程 27 一 <* 二 15 中 的 zx, 得 该 曲线 绕 = 轴 旋 转 一 周 生 成 
的 旋转 曲面 的 方程 为 
2(+ Vz Ty ) —2=15 


即 2x’ 二 2y: 一 z: 二 15 
5. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 中 和 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 。 
(1) z=1 (2) > 一 2z 一 1 
(3) xz: 二 = (4) z2 一 办 一 4 


解 (1) z=1 在 平面 解析 几何 中 表示 平行 于 > 轴 的 一 条 直线 ; 在 空间 解析 几何 中 表 
示 与 yOz 坐标 平面 平行 的 平面 。 

(2) y 二 2zx 一 1 在 平面 解析 几何 中 表示 斜率 为 2,y 轴 截 距 为 一 1 的 一 条 直线 ; 在 空间 
解析 几何 中 表示 准 线 是 zxOy 坐标 平面 上 的 直线 > 一 27z 一 1, 母 线 平 行 于 = 轴 的 柱 面 。 

(3) zz 十 y 二 1 在 平面 解析 几何 中 表示 圆心 在 原点 ,半径 为 1 的 圆 ; 在 空间 解析 几何 


2 十 史 一 1 
中 表示 准 线 为 ,母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 。 
2 一 


0 
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(4) zz 一 y* 二 4 在 平面 解析 几何 中 表示 以 z 轴 为 实 轴 ,y 轴 为 虚 轴 的 双 曲 线 ; 在 空间 


解析 儿 何 中 表示 准 线 为 [” 


. 


L 
,母线 平行 于 = 轴 的 双 曲 柱 面 。 


6. 说 明 下 列 旋转 曲面 是 怎样 形成 的 。 


于 | 六 二 芝 = 5 
有 (2) zx’— 二 x?=1 


解 (1) 由 雪 十 茹 十 生 ==1 有 下 业 十 竺 二 1, 表 示 xOr 坐标 平面 上 的 椭圆 曲线 


2 


二 十 生 =1 绕 = 轴 施 转 一 周 而 成 的 施 转 曲面 ,或 表示 yOz 坐标 平面 上 的 栖 贺 曲线 衬 十 村 一 1 
绕 = 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 。 


2 2 2 
(2) 由 号 二 于 一 1 有 十 z: E 1 ,表示 zOy 坐标 平面 上 的 双 有 曲线 xz* 一 等 二 1 


绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 ,或 表示 yOx 坐标 平面 上 的 双 曲 线 :一 容 =1 绕 > 轴 旋 
转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 。 


习题 5-4 
ZT’ 十 y 十 z?* 二 7 
1 求 母 线 平行 于 > 轴 旧 通过 明 线 | 的 柱 面 方程 
27x’—y: 十 x: 二 0 
解 ” 对 方程 组 
ey sh he sf 
(i —y 二 +z*=0 
消去 > 得 3z2 十 2z2: 一 
因此 ,母线 平行 于 y 轴 且 过 已 知 曲线 的 柱 面 方程 为 
37: 十 2z* 二 7 
2. 指出 下 列 方程 组 在 平面 解析 几何 中 和 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 。 
yy 一 2z 十 7 zx: 二 y=4 
(1) (2) 
i Es 
y 一 2z 十 7 
解 o1 ,在 平面 解析 儿 何 中 表示 两 直线 的 交点 ;在 空间 解析 儿 何 中 表示 
Et 
两 平面 的 交 线 即 空间 直线 。 


二 一 


2 4 
© >” 在 平面 解析 几何 中 表示 圆 x 十 Y= 二 4 与 其 切线 + 二 2 的 交点 ; 在 空 
立 一 2 


间 解 析 几 何 中 表示 圆柱 面 z? 十 y? 二 4 与 其 切 平面 zx 一 2 的 交 线 即 空间 直线 。 
5. 求 上 半球 面 = Va’ 一 zx 一 y 与 圆柱 面 x? 十 y 二 ax 的 交 线 在 zOx 坐标 平面 上 的 
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投影 的 方程 。 


z= Va —z—y 
解 在 | “” ” ”中 消去 y 得 
x’ 二 y=azx 
2 
它 表示 母线 平行 于 y 轴 的 柱 面 。 因 此 ,已 知 交 线 在 xzOz 坐标 平面 上 的 投影 的 方程 为 


= 一 V 严 一 三 
yy 一 0 
6. 将 下 列 曲线 的 一 般 方程 转换 为 参数 方程 。 
2Z2 十 (y 一 1)2 十 (< 一 2)2 一 1 
(2) 
元 一 0 
解 将 z=0 代 入 袜 十 (? 一 1) 十 (< 一 2)2 一 1, 得 
(= 一人 = 
取 y 一 1 二 cost, 则 x 一 2 二 sint, 从 而 可 得 该 曲线 的 参数 方程 为 


T=0 
3 一 1 十 cost (0 雪上 委 2x) 


zx 一 2 十 sint 
一 acos 0 
7. 求 螺旋 线 1y=asin 0 在 3 个 坐标 面 上 的 投影 的 方程 。 
z 一 00 


解 由 z=acos 0,y 二 asin0 得 x’ 十 y’ 二 a? , 故 该 螺旋 线 在 zxOy 坐标 平面 上 的 投影 的 
方程 为 


由 y= 二 asin 0,z 一 00 得 > 一 asin 


由 x 二 acos 0,< 一 00 得 工 =acos 


习题 5-5 
2. 一 平面 通过 两 点 M (1,1,1) 和 M:(0,1, 一 1) 且 垂直 于 平面 zx 十 y 十 = 一 0, 求 它 的 
方程 。 
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解 解法 1: 已 知 从 点 Mi 到 点 M: 的 向 量 为 下 三 ( 一 1,0, 一 2) ,平面 x 十 y 十 x 二 0 的 
法 线 向 量 为 n, 二 (1,1,1)。 设 所 求 平面 的 法 线 向 量 为 n 二 (A,B,C) ,因为 点 Mi(1,1,1) 和 
M2(0,1, 一 1) 在 所 求 平面 上 ,所 以 wn 上 nn, 即 

—A—2C=0, A=—2C 
又 因为 所 求 平面 重 直 于 平面 x 十 y 十 x 二 0, 所 以 nl 上 ns, 即 
A+B+C=0, B=C 

于 是 由 点 法 式 方程 得 所 求 平面 为 

2C(z—1)+C(y—1D)+C(z—1)=0 
即 2z 一 y 一 z 一 0 

解法 2: 从 点 Mi 到 点 Ms 的 向 量 为 二 (一 1,0, 一 2) ,平面 zx 十 y 十 zx 一 0 的 法 线 向 量 

为 n, 二 (1,1,1)。 设 所 求 平面 的 法 线 向 量 n, 则 nn 可取 为 ni 关 ma, 即 


| 大 
n= WW Xn 下 而 婉 一 六 一 起 
| 1 
所 以 所 求 平面 方程 为 
ey—D—%—D=0 
即 2z 一 7 一 z 一 


6. 求 平行 于 之 轴 且 过 点 A(3,0, 一 2),B( 一 1,1,2) 的 平面 方程 。 
解 ” 平 面 平行 于 xz 轴 表 明 它 的 法 线 向 量 垂直 于 xz 轴 , 即 A 二 0。 因 此 可 设 该 平面 的 
方程 为 
By+Cz+D=0 
又 因为 该 平面 通过 点 A(3,0, 一 2),B( 一 1,1,2), 所 以 有 


一 2C 十 D=0 
B+2C+D=0 
解 得 D=2C, B=—4C 
将 其 代入 所 设 方程 并 除 以 C(C 天 0) , 便 得 所 求 的 平面 方程 为 
一 4y 十 xz 十 2 二 0 


7. 求 过 点 (1,1,4) 且 平行 于 向 量 a==(1, 一 2,0),b 二 (一 1,3,4) 的 平面 方程 。 
解 ” 所 求 平面 平行 于 向 量 a 二 (1, 一 2,0) 和 b= 二 (一 1,3,4) ,可取 平 面 的 法 向 量 


和 
n=axXb 二 = 入 0 本 一 好 十 天 二 人 和 ,一生 三 
二 4 


故 所 求 平面 方程 为 


8 一 信 一 机 误 一体 十 全 一 直 三 和 
即 8zr 十 4y 一 = 一 8 一 0 
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10. 已 知 一 平面 过 三 点 A(1,1, 一 1),B(1, 一 1,2),C( 一 2, 一 2,2) , 求 该 平面 的 方程 。 
解 ” 可 以 用 A 户 XAC 作为 平面 的 法 线 向 量 n。 


因为 AB=(0,—2,3), AC=(—3,—3,3) 
所 以 
这 
n=ABxAC 0 一 2 3|=3i—9j—6k= (3,—9,—6) 


= 各 二 油井 
根据 平面 的 点 法 式 方程 ,得 所 求 平面 的 方程 为 

1) 一 和 一 
即 Z 一 3y 一 2z 一 0 


习题 5-6 


一 y 十 3z 一 1 
1 用 对 称 式 方 各 及 参数 广 各 表示 直线 | 
六 一 2y 十 = 一 6 


解 ” 先 求 直 线 上 的 一 点 。 取 z 二 1, 有 
一 ?十 3z 一 0 
es 
解 此 方程 组 ,得 > 一 一 3,= 1, 即 (1, 一 3, 一 1) 就 是 直线 上 的 一 点 。 
再 求 该 直线 的 方向 向 量 s。 由 于 两 平面 的 交 线 与 这 两 平面 的 法 向 量 mm 二 (1, 一 1,3)， 
1 一 (1, 一 2,1) 都 垂直 ,所 以 可 取 


a nxXn, 


因此 ,所 给 直线 的 对 称 式 方程 为 
.id ds 2 | 


5 2 = 
一 得 所 给 直线 的 参数 方程 为 


工 一 1 十 5 
y= 一 3 十 21 


pm ,a | 
令 = 


一 一 开 一 上 

2z 十 2y 一 z 十 5 一 0 5z 一 3y 十 3z 十 2 一 0 

9 水 直线 | 5 色 | 的 夹 角 
3ZX 十 8y 十 xz 一 3 二 0 37—2y 十 xz 一 4 二 0 

解 ”两 已 知 直 线 的 方向 向 量 分 别 为 
对 | 

SI 一 |2 2 一 1|=(10, 一 5,10)， sz 5 3 3 Cg = 1 

3 亚 一 此 忆 


因此 ,两 直线 的 夹 角 的 余弦 为 
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[10%X3+(—5)Xx4+ 10XC—1)1 


cosg = cos( 六 
10 十 (一 5 六 十 10” Xx V3 二 人 4 十 (一 1 六 


得 人 
ZX—y+2z=0 
10. 求 平面 zty<+3=0 与 直线 | 的 来 角 。 
Ty—2Z=0 
解 ” 已 知 平面 的 法 向 量 为 n= 二 (1,1, 一 1), 已 知 直线 的 方向 向 量 为 
i Jj Kk 
s=|1 —1 2|=(—1,3,2) 
和 本 和 二 
设 平 面 与 直线 的 夹 角 为 2, 则 
ee ee eh ed bl 


正二 下 十 (一 了 XV +3+2 
得 9 一 0 
11. 试 确定 下 列 各 组 中 的 直线 与 平面 间 的 关系 。 


C1 2 守 和 2z 2y 十 5< 一 7; 


这 
三 汪 5 一 5 和 十 y 十 x 有 


解 (1) s=(2, 一 2,5),n 二 (2, 一 2,5), 由 于 
12X2 二 (一 2 类 夺 翅 宇 5%51] 
2 二 (区 上 5 入 十 人 2 


s 二 n 或 sinp 


知 9 王子, 故 直线 与 平面 重 直 。 
(2) s 一 (4,1, 一 5) ,wm 一 (1,1,1), 由 于 
14X1 二 +1X1 十 (一 5)X1 | 
十 了 十 (一 5)?Y XxX Vl 十 1 十 1 
知 p= 二 0。 将 直线 上 的 点 A( 一 2,1,0) 代 入 平面 方程 ,方程 不 成 立 。 故 点 A 不 在 平面 上 , 因 
此 直线 不 在 平面 上 ,直线 与 平面 平行 。 
12. 求 点 (一 1,0,2) 在 平面 x 一 2y 十 3z 十 2 二 0 上 的 投影 。 
解 ”过 已 知 点 作 与 已 知 平面 垂直 的 直线 。 该 直线 与 平面 的 交点 即 为 所 求 点 。 
根据 题 意 ,过 点 (一 1,0,2) 且 与 平面 zx 一 2y 十 3z 十 2=0 垂直 的 直线 为 


sn 二 0 或 sinp 


将 它 转换 为 参数 方程 


代入 平面 方程 得 
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ee 
C1T+2—2— 人 20 2=0 
解 得 :一 一 于 ,从 而 所 求 点 (一 1,0,2) 在 平面 zx 一 2y 十 3< 十 1 一 0 上 的 投影 


总 习题 5 

1. 选择 题 。 

(1) 空间 点 P( 一 3,2,1) 关 于 工 轴 的 对 称 点 是 ( ys 
A, (一 3, 一 2,1) B. (一 3, 一 2, 一 1) 
下) D. (—3,2,—1) 

(2) 空间 点 P( 一 3,2,1) 关 于 zOx 坐标 平面 的 对 称 点 是 ( js 
A 一 好 5 一 孙 B (352,1) 
(== 吕 示 D. (—3,—2,—1) 

(3) 空间 点 P( 一 3,2,1) 关 于 坐标 原点 的 对 称 点 是 ( Ys 
二 35 一 25 本 
一 D; G3— 一 到 

(4) 过 点 Po (zo ,yo ,zo) 作 > 轴 的 垂 线 , 则 垂 足 的 坐标 为 ( Ys 
A, hyn0r—s B. (0,yo,0) 

C. (0,yo ,Xo0) D. (0,0,zo) 

(5) 过 点 Po (zo ,yo ,zo) 作 yOx 坐标 平面 的 垂 线 , 则 垂 足 的 坐标 为 ( 上 
A. (0,yo ,0) BR (me 0526} 

C. (zo,yo 0) D. (0,yo ,zo0) 

(6) 在 空间 直角 坐标 系 中 ,点 P( 一 1, 一 3,5) 位 于 ( Js 
A. 第 1 卦 限 B. 第 2 卦 限 
C. 第 3 卦 限 D. 第 4 卦 限 

(7) 点 P(1, 一 3,2) 到 xz 轴 的 距离 为 ( Ws 
A. Vil B. Vi0 
已. 大 BD: A/ 

(8) 在 xOz 坐标 平面 上 与 已 知 三 点 P1(1, 一 1,0),P;(3, 一 2, 一 1) 和 P;(0,4,1) 等 距 

的 点 是 ( 入 
A. (~ 多 ,0,2) B. (B05) 
27 27 
已, (多 ,0.2) D. (~ 多 ,0,=21] 

(9) 已 知 两 点 P, (1,VZ .2) 和 P,(2,0,3), 则 |PiP;| 等 于 ( )。 

六 名 B; 1 
ii 
你 这 BD; 
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2. 填空 题 。 

G) 点 P(1,2,3) 关 于 工 轴 的 对 称 点 的 坐标 为 ; 关于 坐标 平面 zxOy 的 对 称 
点 的 坐标 为 ; 关于 原点 的 对 称 点 的 坐标 为 。 

(2) 如 果 向 量 PP: 一 (1,3,5) 的 始点 为 Pi(1,2,3), 则 终点 Ps 的 坐标 为 

(3) 通过 点 Mo (1,3,5) 与 坐标 原点 的 直线 的 对 称 式 方程 为 ,参数 方程 
为 

(4) 直线 于 一 3 一 子 与 平面 3z 一 y 十 2< 十 4 一 0 的 夹 角 为 ,交点 
为 . 

(5) 在 空间 直角 坐标 系 下 ,方程 (x 一 2)* 十 (y 一 1)* 二 1 的 图 形 是 

十 2 不 三 和 

(6) 加 ”的 网 心 为 ,半径 为 

(7) 二 次 草 面 后 一 车 十 每 =1 被 xOy 坐标 平面 蕉 得 的 削 线 方程 为 g 

3. 判断 题 。 

(1) 点 (1,2,2) 关 于 > 轴 的 对 称 点 的 坐标 为 (一 1,2, 一 2) 。 ( ) 

(2) 在 空间 直角 坐标 系 中 ,点 P( 一 2, 一 1,3) 位 于 第 3 卦 限 。 ( ) 

(3) zx 三 3 在 平面 解析 几何 中 表示 一 个 平面 。 § 

(4) 曲线 y= 二 2z 绕 z 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 为 y’ 十 x? 二 2zx。 € 

Ce | 
(5) 村 十 等 =1 在 zxOy 坐标 平面 上 的 投影 为 | 4 9 GG 
和 一 人 

(6) 直线 村 = 二 二 闻 与 平面 3x 一 5y 十 7z 二 1 平行 。 全 部 

(7) 设 直 线 的 方向 向 量 为 二 (m,n,p) ,平面 的 法 线 向 量 为 n 二 (A,B,C), 则 直线 与 
平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 分 一 才 一 全 ( ) 


4. 计算 题 。 

(1) 求 点 M(1, 一 3,5) 到 各 坐标 轴 的 距离 。 

(2) 在 z 轴 上 求 与 点 M1(5,7, 一 5) 和 Ms(1, 一 3,7) 等 距离 的 点 。 

(3) 设 a==3i 一 j 一 2k,b 二 i 十 2j 一 k, 求 : Da .5b 及 a Xb; @( 一 3a) (20) 及 
aX (3b); Oeos( a,b )。 

(4) 已 知 两 点 Mi(4,Y2,1D) ,M2(3,0,2), 求 [MiME | 及 与 Mi 人 Ci 方向 相同 的 单位 向 量 。 

(5) 将 zOy 坐标 平面 上 的 双 曲 线 2z* 一 3y* 二 6 分别 绕 z 轴 和 y 轴 旋 转 一 周 ,求生 成 
的 旋转 曲面 的 方程 。 


Xz: 十 y 十 3z? 二 1 
(6) 分 别 求 出 母线 平行 于 工 轴 及 > 轴 且 经 过 曲线 ee 的 柱 面 方程 。 
2z2: 十 对 一 光一 0 


(7) 分 别 按 下 列 条 件 求 平面 的 方程 : 
@ 平行 zxOz 坐标 平面 且 过 点 (1 ,一 3,4); 
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@ 通过 = 轴 和 点 (一 2,.1,8); 
@ 平行 于 z 轴 上 且 经 过 两 点 (1,0, 一 1) 和 (9,1,3) 。 
(8) 求 点 (1,0,2) 到 平面 2z 十 y 一 = 一 1 一 0 的 距离 。 


(9) 试 确定 直线 蕊 一 2 一 二 与 平面 4zx 一 2y 一 2 一 2 间 的 位 置 关系 。 


5. 证 明 题 。 
(1) 用 向 量 证 明 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 ,上 且 其 长 度 等 于 第 三 边 长 度 的 一 半 。 
(2) 一 条 直线 与 三 坐标 轴 间 的 夹 角 分 别 为 a,B,7, 证 明 : sinze 二 sin28B+sin2y 一 2。 


答案 


1. (1)B (2)C (WD (4B (5D (OC 0B (8)C (9)A 
(D2 一 25(—15 一 25 一 部 
(2) (2,5,8) 


长 


~=L 
TT YT 一 
(3) 二 31 


(4) 9 一 arcsin 5， ( 4, 一 18, 一 5) 


(5) 母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 , 准 线 为 zOy 坐标 平面 上 的 圆 ,其 圆心 为 (2,1) , 半 
径 为 1 
(6) (0,0,3),4 
总 
《7 14 16 
[ 忆 
BM MY CX Ky (BY 7K 0 R 
4. (1) 点 M 到 xz 轴 的 距离 为 V34 ,到 y 轴 的 距离 为 V26 ,到 x 轴 的 距离 为 V10 


5 
(2) (0%0. 2] 


(3) D3,(5,1,7) 四 一 18,(15,3,21) 四 3 


多 人 

(4) :于 _Y2 二 
2 ” 2 

(5) 2x:—3(y 二 z’)=6,2(zx’:+z)—3y:=6 

(6) 3y: 十 5z? 二 2,3x? 十 4z? 二 

(7) Dy+3=0 @zx+2y=0 @4y—z—1=0 


V6 
全 十 


(9) 平行 
5. 略 
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多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 


基本 要 求 


(1) 理解 多 元 函数 的 极限 .连续 等 概念 。 

(2) 熟练 掌握 偏 导 数 的 计算 方法 ,理解 高 阶 偏 导数 和 全 微分 等 概念 。 

握 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 与 隐 函 数 求 导 公 式 。 

间 曲 线 的 切线 和 法 平面 的 方程 ,以 及 曲面 的 切 平面 和 法 线 的 方程 的 求法 。 
(5) 掌握 多 元 函数 极 值 与 最 值 的 求法 ,了 解 如 何 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 条 件 极 值 。 
(6) 了 解 偏 导 数 在 经 济 管理 中 的 应 用 。 


6.2 ”内容 提要 


1. 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


1) 多 元 函数 的 概念 

(1) 二 元 函数 的 定义 ; 

(2) 二 元 函数 的 定义 域 ; 

(3) 二 元 函数 的 几何 意义 ; 

(4) 平面 上 的 邻 域 。 

2) 多 元 函数 的 极限 与 连续 

(1) 二 元 函数 的 极限 : 如 果 当 点 (zx,y) 以 任何 方式 趋 于 点 (zo ,yo) 时 ,函数 z= 二 f(x,y) 


无 限 靠近 某 一 个 常数 A, 则 称 A 为 当 点 (zx,y) 趋 于 点 (xo,yo) 时 函数 /(z,y) 的 极限 (二 重 
极限 )。 记 作 


lim flzyy)=A 或 f(x.y) > A((z,y) > (zo,y0)) 
) 


《zy 一 (ro yy0 
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要 


《2 二 元 函数 的 连续 性 : ， lim f(x,y)=f (ro,y). 


注 一 切 多 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 都 是 连续 的 。 
(3) 二 元 连续 函数 的 性 质 : 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 、 介 值 定理 。 


2. 偏 导数 和 全 微分 


1) 偏 导数 

(1) 偏 增 量 与 全 增 量 。 

@ 偏 增 量 ; A.z=F(zo 十 Az,yo) 一 FCzovyo)5 A,z 王 (zyyo 十 Ay) 一 F(zovyo)5 
@ 全 增 量 ; Az=f(zo 二 Ax,yo 二 Ay) 一 f(xo ,yo)。 

(2) 偏 导数 的 定义 : 


Wty os -i 说 六 (2 十 Ar 一 天 2oogo 
Ar~0 Ar-0 de 

WY i i Rs 
fs Cxosy0) i Ay lm Ay 


注 仿 导 数 符号 3 只 能 看 作 一 个 整体 符号 ,不 能 看 作 分 子 s 与 分 母 0z 之 商 。 


(3) 偏 导数 的 求法 : 要 求 多 元 函数 对 某 个 变量 的 偏 导 数 ,只 须 将 其 余 变量 看 作 常 量 ， 
按 一 元 函数 的 求 导 法 则 求 导 。 至 于 求 函数 在 固定 点 (zo ,yo) 处 的 偏 导数 ,只 须 先 求 出 偏 导 
函数 ,再 用 (zo ,yo) 代 入 。 

(4) 偏 导 数 与 连续 性 : 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 , 则 它 在 该 点 必定 连续 。 但 对 于 多 
元 函数 来 说 ,即使 各 偏 导数 在 某 点 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 。 

(5) 高 阶 偏 导数 。 

注 “ 对 于 二 元 函数 = 一 「(z,y), 如 果 二 阶 混合 偏 导数 [,(z,y) 和 f(x,y) 在 点 
(zyy) 处 均 连续 , 则 必 有 (zy) 一 (zy)。 换 句 话说 ,二 阶 混合 偏 导 数 在 连续 的 条 
件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 。 

2) 全 微分 

(1) 全 微分 的 概念 : 若 Az 二 AAz 十 BAy 十 olp) 成 立 , 则 称 二 元 函数 z= 二 f(zx,y) 可 微 
分 ,全 微分 为 dz 二 AAz 十 BAy。 

注 ”Q@@ (可 微分 的 必要 条 件 ) 如 果 函 数 = 一 zy) 在 点 (zy) 可 微分 , 则 函数 在 该 


9x 
点 的 偏 导数 5 ,3 必定 存在, 且 函 数 一/(zYy) 在 点 (z,y) 处 的 全 微分 为 
dE re ds 
dz 二 Gwe ty 


gz gz 


加 (可 微分 的 充分 条 件 ) 如 果 函 数 > 二 (Xx,y) 的 偏 导 数 了 "在 点 (+,y) 处 连续 ， 


则 函数 在 该 点 可 微分 。 


“(2) 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 。 
3. 多 元 复合 函数 与 隐 函 数 的 微分 法 


1) 多 元 复合 函数 的 微分 法 
(1) 二 元 复合 函数 的 概念 。 
(2) 多 元 复合 函数 的 微分 法 ( 链 式 法 则 ): 


Bz _ az jE aa 
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gz du ， dz gum 


zr dar 0" dr'dy 
2) 隐 范 数 的 微分 法 
(1) 隐 函 数 的 概念 。 
(2) 隐 函 数 的 微分 法 : 


du ay dv ay 


@ 由 二 元 方程 F(z,y)=0 得 坚 = 一 瑟 ; 
dr F, 
二 _ 但 zx F’ az F, 
@ 由 三 元 方程 F(z,y,z) 二 0 得 地 Ey B。 


4. 偏 导数 的 应 用 


1) 几何 应 用 

(1) 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 ; 
(2) 曲面 的 切 平面 与 法 线 。 

2) 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 

(1) 二 元 函数 的 极 值 。 


注 Q@ ( 极 值 的 必要 条 件 ) 如 果 函 数 一 J(z,y) 在 点 (zoyyo) 处 存在 偏 导 数 , 且 在 
点 (zoyyo) 取 得 极 值 , 则 必 有 太 (zo,yo) 王 0,1(zoyyo) 一 0。 
加 ( 极 值 的 充分 条 件 ) 设 二 元 函数 = 一 (zyy) 在 (zoyyo) 点 的 某 一 邻 域内 有 连续 的 


二 阶 偏 导数 , 且 点 (zovyo) 为 函数 FCz,y) 的 驻 点 。 


C=j(zovyo), 则 有 表 6-1 所 示 的 结果 。 


记 A=f%s(xosy0) B=f%, (zoyyo)， 


表 6-1 

AC—B? 浴 en 0 
A 走 

jzoyyo) 极 小 值 极 大 值 不 是 极 值 待定 


(2) 二 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
“(3) 条 件 极 值 。 


“3) 偏 导数 在 经 济 管理 中 的 应 用 一 一 偏 边际 与 偏 弹性 


(1) 边际 产量 ; 
(2) 边际 成 本 ; 
(3) 边际 需求 。 
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6.3 学 习 要 点 


多 元 函数 微分 学 及 其 应 用 是 在 系统 学 习 一 元 函数 微分 学 之 后 逐渐 展开 的 ,本 章 的 一 
些 概 念 (如 二 重 极 限 、 偏 导数 、 全 微分 等 ) 与 一 元 函数 微分 学 非常 相似 ,读者 在 学 习 过 程 中 
要 注意 它们 之 间 的 相似 之 处 和 根本 区 别 , 这 是 学 好 本 章 的 重要 方法 之 一 。 本 章 的 重点 是 
偏 导 数 的 计算 。 首 先 要 理解 二 重 极限 的 概念 和 计算 方法 ,进而 理解 二 元 连续 函数 的 概念 
和 性 质 ; 其 次 要 熟练 掌握 对 多 元 复合 函数 、 隐 函数 求 偏 导数 ,理解 全 微分 的 概念 并 了 解 其 
在 近似 计算 等 方面 的 应 用 ; 最 后 要 掌握 偏 导 数 在 求 曲 线 的 切线 和 法 平面 .曲面 的 切 平面 
和 法 线 、 多 元 函数 极 值 和 最 值 等 方面 的 应 用 ,了 解 其 在 经 济 管理 中 的 应 用 。 


6.4 例题 增补 
a 
例 6-1 设 z=zyf(zx+y,zx 2), 求 到 ,jy。 


分 析 ”在 这 个 函数 的 表达 式 中 既 有 乘法 又 有 复合 ,由 函数 的 构造 分 析 应 先 用 乘法 求 
导 公 式 , 当 遇 到 复合 函数 时 再 用 复合 函数 微分 法 求解 。 


解 2 


Dr 


yf (ztysz—y) try (fi* 1+f* 1) 


yf (zy zr—y) +ry (fitfs) 
BE , ~ 
ay /rty zy) try Lh TD] 


zf(rt+ysz—y) t+zry(f— fi) 
例 6-2 若 可 微 函数 /(z,y) 对 任意 正 实数 4 满足 关系 式 
OAz My) = Xf (ry) 
则 称 /(z,y) 为 次 齐 次 函数 。 证 明 次 齐 次 函数 满足 方程 


让 » = 地 (x; 


az 
证 明 设 w=Az,0==Ay, 由 已 知 条 件 有 等 式 (usw) 二 Xf (2,y)。 等 式 左边 看 作 以 w， 
v 为 中 间 变 量 ,4 为 自 变量 的 函数 ,等 式 两 边 同 时 对 4 求 导数 得 


fd a dD 
ou dM dav dd ea 
即 


ztyH = a/e,y) 
上 式 对 任意 正 实数 都 成 立 。 特 别 地 , 取 2 一 1, 即 得 所 证 等 式 z 3 十 y 54 二 /Cx3)。 


证 毕 。 
注 容易 验证 柯 布 一 道格拉斯 生产 函数 Q 一 AL"Ks 是 a 十 B 次 齐 次 函数 ,也 满足 方程 
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-要 
工 辽 +K 号 = (a+PQCL.K) 
例 6-3 ”在 zOy 坐标 平面 找 出 点 也, 使 它 到 三 点 P1(0,0),P,(1,0) ,Ps(0,1) 距 离 的 
平方 和 最 小 。 
解 设 P(zr,y) 为 所 求 的 点 ,1 为 P 到 P,P;,P; 三 点 距离 的 平方 和 , 则 
l=| PP, 上: 十 | PP; |:+| PP; | 
因为 |PP, |: 一 妇 十 风 ,| PP:|1: 一 (z 一 1)2 十 只 ,| PP:|: 一 z2 十 (y 一 1)2 ,所 以 
7 一 形 十 天 十 人 一 1 六 十 及 十 于 十 人 一 功 一 322 二 39 一 22 一 2y 十 2 


根据 问题 的 实际 意义 ,到 三 点 距离 的 平方 和 最 小 的 点 一 定 存在 。 函 数 /可 微 且 又 只 
有 唯一 的 驻 点 ,因此 点 [二 ,去 ] 即 为 所 求 的 点 。 


6.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 6-1 


4. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 , 并 画 出 定义 域 的 图 形 。 
(5) zx 一 arccos(Z 一 1) 一 Vy 
解 ” 要 使 该 函数 有 意义 , 须 满足 
] 交 一 下 | 过 贡 
ss 
0<z<2 
li 
所 以 函数 的 定义 域 为 D=={(z,y)10 志 + 二 2,y 宇 0}( 见 图 6-1)。 
注 求 多 元 函数 的 定义 域 类 似 于 求 一 元 函数 的 定义 域 , 先 写 出 构成 所 求 函数 的 各 个 
简单 函数 的 定义 域 , 再 求 这 些 定 义 域 的 交集 , 即 得 所 求 定义 域 。 二 元 函数 的 定义 域 是 平面 
上 的 区 域 , 它 往往 由 一 条 或 几 条 曲线 围 成 。 常 用 一 元 简单 函数 的 定义 域 对 多 元 函数 有 所 
借鉴 。 现 列 出 如 下 : 


J@ 分 式 函 数 y 一 


即 


QCz) 
有 0 
@ 偶 次 根 式 y 一 人 ,x 这 03 

图 对 数 y 一 logsz,z 二 0, 或 y 一 logsa,z 二 0 且 zx 关 1; 


PCz) 天 0; 


图 正切 函数 y 一 tanz 或 正 割 画 数 y 一 secr'x 天 [4 十 去]r(eEZD， 


回 余 切 函数 y 一 cotz 或 余 割 函数 y 二 cscr ,Tz 了 kn(kEZ); 
反正 弦 函 数 y 一 arcsinz 或 反 余 弦 函 数 y 一 arccosz,|z| 反 1。 
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5. 求 下 列 函 数 的 极限 。 


s l—eos(x’++ yy) 
(5) ls (ze 


rn a 
2 (7 + 


解 re = costzs Td 本 i 工 = 工 

(zi (Ty ) em (Cr 一 (00 (Ty ) er 2 wove 2 

机 本 WE—e* =—1 

(6) lim 

《za 一 (0,0) zy 

E Va=e 一 CMa 1 ty 

解 lim lim 

(x100,0) xy Cr 一 (0,0) zy( V2—es 十 1) 

ji a lim YY 
nonry( Ves a wd ry( V2—es 十 1) 
1 四 


n/tl 2 
“6 讨论 函数 /x,y) 一 < 在 原点 (0,0) 处 是 否 有 极限 ， 
解 ” 当 点 P(z,y) 沿 工 轴 趋 于 点 (0,0) 时 ， 


下 小 0 


wlim fe) = limf(z,0) 一 1 二 0 一 
当 点 PCz,y) 沿 > 轴 趋 于 点 (0,0) 时 ， 
lm /C23) = limf(0,y) = lm 十 > 一 
《zy 一 (0,0) or0 00 一 y 
因此 ,函数 /(z,y) 在 点 (0,0) 处 无 极限 。 
习题 6-2 
1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 。 
(4) z=In 
I 
解 解法 1: 由 z=ln 之 =Iny Inz 得 吧 a Ee 
3 9x 9y y 
解法 2: 令 v 一 立 , 由 链 式 法 则 得 
az _ az .au L 站 ry 1 
ar gu 9z u wm y x’ 你 
9z _ 9z ,Mu 用. 过 区 | 
9y qu 9y 划 “多 刘 光 y 


*(8) z=arctan 之 
项 


解 ” 令 4 一 宇 , 由 链 式 法 则 得 
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要 
az az .au 1 3) 1 .y 芭 
or du 97 1 十 到 Ee 1 + 小 wr wy 
E> 
az _ ax .au 本  。 z 
0 de dy TF 1+ 亚 r z+y 


“(9) u=z¥ 


解 ” 对 z 求 偏 导数 (y,z 视 为 常量 ) ,得 给 = 之 1， 


对 > 求 偏 导数 (zz 视 为 常量 ) ,得 下 一 zslnz 。 4=1 "zalnzi 


对 = 求 偏 导数 (>,y 视 为 常量 ) ,得 并 一 znz 。 (- 过 }= -过 i 


* (10) wu=arctan(zx—y)* 


解 对 zz 求 偏 导 数 (y,z 视 为 常量 ) ,得 


au | en zs-1。] 二 过 (一 9 
De 
对 y 求 偏 导数 (zx, 视 为 常量 ) ,得 
Du 1 i sl 。 slr — yi 
Ds ee 


对 = 求 偏 导数 Cz,y 视 为 常量 ) ,得 


Nu 1 本 a (zr— yln(r—y) 
az 1+(z—” = 1+(z—y)” 
4. 求 下 列 函 数 的 全 微分 。 
“(7) zx 一 3 产 


9 9 9 
解 因为 下 一 ylny，: rz ye 也 一 ylny。z 所 以 


Say ax 


du dy 5 Bu 二 2 zy™lnydr + zzy™ dy 十 zy=lnydz 
or ay 9z 


“6. 计算 (1.97)*% 的 近似 值 (ln2 二 0. 693)。 
解 设 函数 f(z,y) 二 zx?, 则 要 计算 的 值 就 是 函数 在 z= 二 1.97,y 二 1. 05 时 的 函数 值 
(1.97,1.05)。 取 zo 一 2,yo 一 1,Az 0. 03,Ay 一 0.05, 由 于 


z=2 一 1 
i 


f(2,1) = 2,f4(2,1) = yr" 


2ln2 = 2 Xx 0.693 = 1. 386 


FD = ng 


Ei 
所 以 (1.97):%szF(2,1) 十 大 (2,1)Azr 十 太 (2,1)Ay 
一 2 十 1X( 一 0.03) 十 1.386X0.05 


二 2. 0393 汪 2. 039 
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“7. 设 一 个 圆柱 体 经 过 变形 后 ,底面 半径 由 2cm 增加 到 2. 05cm, 高 由 10cm 减少 到 
9. 8cm, 求 这 个 圆柱 体 体积 的 近似 值 。 
解 圆柱 体 体积 三 rr 为 半径 > 和 高 hh 的 二 元 函数 ,其 全 微分 为 dtV 一 2rrm 
Ar 十 rr 。Ah。 取 mm 一 2,jo 一 10,Ar 一 0.05,Ah 一 一 0.2 代入 上 式 , 得 
dV=2xX2X10X0.05+xX2: XxX(—0.2)= 1.2x 
因为 AV<*dV, 故 该 圆柱 体 变形 后 的 体积 为 
V=Vi 二 AV=rrihi 十 dV 一 rrX22X10 十 1.2r 一 41.2r、 129.368(cma) 


习题 6-3 
1. 求 下 列 函 数 的 全 导数 。 


dz 


(1) zx 一 In(x 十 o),w 一 sinzyo 一 zz , y 
dz 


解 解法 1: 由 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 得 


dz az du ,9z dv 1 Tt _ cosz 二 27x 
dr du dr do dr wto utv” 5 二 弄 
解法 2: 把 u,v 的 表达 式 代 入 = 的 表达 式 得 > 二 In(w 十 vw) 二 ln(sinx 十 x*)。 注 意 这 是 
一 元 函数 ,利用 一 元 复合 函数 的 求 导 法 则 得 
dz _ cosz2z 


dz ii 用 


注 解法 2 告诉 我 们 ,对 于 求全 导数 4 ,可 以 通过 把 中 间 变量 的 表达 式 回 代 到 = 的 
表达 式 得 到 一 元 复合 函数 ,再 利用 一 元 复合 函数 的 求 导 法 则 求 出 。 其 他 类 型 的 多 元 复合 
函数 未 必 适 合 这 种 方法 ,请 读者 注意 。 

2. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 。 

“(5) w=/(zozywzys) ,其 中 了 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 求 了 8 ,3 ,3 


~ ~ 
解 革 =fi .1+f ytfs ye 
=fi(z ry Ty) yf zr ry Ty) yf (x ry ryz) 
9 vv , vv ~ ~ 
下- 并 。0 十 .P。z 十 7 。zz 一 Za(CryTyyZyZz) 十 zz (rry, ryz) 
du_ vv vv ~ vv 
元 = 内 *0 二 fo*0+fs* zy=zxyfs (rry, ryz) 


4. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 琴 数 == (zy) 的 偏 导数 关 ,3， 


(3) e:=sinzsiny 
解 令 F(zx,y,z) 二 e 一 sinzsiny, 则 
F'=— coszsiny, F,=—sinzcosy, F‘=e 


于 是 ,由 隐 函 数 求 导 公 式 知 
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gz Fs —cosrsiny _ coszsiny 

D 工 下 “< es= es= 

gz FE, 一 sinzcosy _ sinzcosy 

9y 下 < er ef 
习题 6-4 

和 中 tt 

2. 求 曲 线 工 ji 于 ?一 20 ,> 一 一 在 :一 1 处 的 切线 及 法 平面 方程 。 


解 参数 4 一 1 对 应 于 点 (zuvavao) 一 去,2,2), 此 时 有 


1 / / mm | 


| 


ss (1 二 +2)? | =。 Fos a 4|,, 的 :=1 pe L 
所 以 基线 在 点 [ 喜 ,2,2 ] 处 的 切 向 量 了 = (一 证 ,4, 一 1], 于 是 所 求 切线 方程 为 
六 
2 .a 儿 一 要 
-i 4 -1 
4 
1_y-2_<-2 
my ”2 —16 4 
所 求法 平面 方程 为 
(= 3 ey OR] 
即 z 一 16y 十 4< 十 多 ==0 


6. 求 下 列 函 数 的 极 值 。 
(4) f(z39)=2 —y +3r+3y —9z 
及 一 3z2 十 6z 一 9 一 0 
解 拓 角 方程 组 ,得 驻 点 为 (1,0),(1,2),( 一 3,0) 和 (一 3,2)。 


0 

再 求 二 阶 偏 导数 : 大. (z,y) 一 6z 十 6, 关 (zy) 一 0, (zy) 一 一 6y 十 6。 

对 驻 虞 (1,0)s 攻 三 玫 0107 一 臣 ) 散 三 的 丽 王 056= 允 三 ,的 一 5 GE 一 形 王 他 冯 
0, 所 以 函数 在 点 (1,0) 处 有 极 小 值 F(1.0) 王 一 5; 

对 性 点 (1,2); A=f.(1,2)=12,B= fg,(1,2)=05C= (1,2) 6,AC—B? 
一 72 过 0, 所 以 点 (1,2) 不 是 函数 的 极 值 点 ; 

对 驻 点 (一 3,0): A 三 大 (一 3,0) 王 一 12,B= 及, (一 3,0) 王 0,C= 久 (一 3,0) 王 6， 
AC 一 至 一 一 72<0, 所 以 点 (一 3,0) 不 是 函数 的 极 值 点 ; 

对 驻 点 (一 3,2): A== 太 (一 3,2) 12;B= f/f,6—32)=07C=7%(—352 6, 
AC 一 B= 二 72>0, 所 以 函数 在 点 (一 3,2) 处 有 极 大 值 F( 一 3,2) 一 31。 

7. 要 做 一 个 容积 为 4ms 的 无 盖 长 方 体 箱子 , 问 长 、 宽 、 高 各 为 多 少时 ,才能 使 所 用 材 


料 最 省 ? 
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解 ” 设 水 箱 的 长 和 宽 分 别 为 xm 和 > m, 则 其 高 为 二 m, 该 水 箱 所 用 材料 的 面积 为 


A-y+2(z" 吉 +y* 吉 ] zx 十 2( 生 十] 的 
由 此 , 求 出 面积 函数 A 二 A(z,y) 的 最 小 值 点 . 今 


A’ 二 y 一 让 二 0 


解 得 z 一 2,y 一 2。 
根据 题 意 ,水 箱 所 用 材料 面积 的 最 小 值 一 定 存在 ,并 在 区 域 卫 ={(Czyy)1z> 二 0,y 二 0)} 
内 部 取得 。 又 函数 在 D 内 只 有 唯一 的 驻 点 (2,2), 因 此 可 以 断定 当 z==2,y 二 2 时 ,A 最 


小 ,此 时 高 为 5 一 1Cm)。 也 就 是 说 当 水 箱 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 2m、2m、lm 时 ,水 箱 所 用 


材料 最 省 。 
“8. 从 斜 边 长 为 1 的 所 有 直角 三 角形 中 , 求 有 最 大 周 长 的 直角 三 角形 。 
解 ” 设 直角 三 角形 的 两 直角 边 之 长 分 别 为 zx 和 y, 则 周 长 为 C=z 十 y 十 1(0 达 z 达 /， 
0 二 y 二 四), 从 而 本 题 转化 为 求 周 长 C 在 zx? 十 y= 二 2 条件 下 的 条 件 极 值 问题 。 
作 拉 格 朗 日 函数 L(xz,y) 二 zx 十 y 十 ! 十 A(z 十 yy 一 2) , 令 
L’=1+2Xr =0 
(i 1 十 2y 一 0 


得 工 1 1 1 La / l i 
解 得 x 一 y 一 一 喜 。 代 人 + 得 1 一 一 二 ,于 是 zy 一 占 . 点 万" 起] 是 只 一 可 
能 的 极 值 点 。 根 据 问题 性 质 可 知 ,这 种 最 大 周 长 的 直角 三 角形 一 定 存在 ,所 以 在 斜 边 长 为 


2 的 所 有 直角 三 角形 中 ,最 大 周 长 的 是 等 腰 直角 三 角形 。 


总 习题 6 
1. 选择 题 。 
一 (zy 天 (0,0) 
(1) 函数 F(z,y) 一 1 十 > 在 点 (0,0) 处 (  )。 
0 (xz,y)=(0,0) 
A. 连续 且 偏 导数 存在 B. 连续 但 偏 导数 不 存在 
C. 不 连续 且 偏 导数 不 存在 D. 不 连续 但 偏 导数 存在 
(2) 设 f(z,y)= Vry; 则 f(1,4)=( Ys 
和 
六 二 BE 二 te 1 信 , 恤 


(3) 设 z= 二 ln(zxy), 则 dz 一 ( js 


RA. ned B. 二 dz 十 二 dy yl Dy 
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(4) 车 函数 /(z,y) 满 足 如 下 条 件 中 的 ( ) , 则 该 函数 在 点 (zo ,yo) 处 连续 。 
A. 偏 导数 f(zo ,yo) ,fs (zo ,yo) 都 存在 
B. f(zsy) 在 (zo ,yo) 处 可 微分 
C. f(z,y) 在 (zo ,yo) 处 有 定义 
D. f(z,y) 在 (zxo ,yo) 处 极限 存在 


(5) 函数 < 二 zx? 十 5y* 一 6x 十 10y 十 6 的 驻 点 是 ( Ys 
A. (—3—1) B: (—351) CY BD. (C33—1) 
2. 判断 题 。 
(1) 设 函 数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 偏 导数 都 存在 , 则 函数 在 该 点 可 微分 。 
(2) 车 点 (zo ,yo) 是 函数 fCzyy) 的 驻 点 , 则 函数 在 该 点 必 取 得 极 值 。 ( by 


(3) 函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 可 微分 是 其 偏 导数 都 存在 的 必要 条 件 。 ( ) 
(4) 车 函数 f(z,y) 在 点 (zo，,yo) 处 具有 偏 导 数 , 且 在 点 (zo,yo) 处 有 极 值 , 则 点 


(zo ,Yo ) 一 定 是 驻 点 。 & 
(5) 函数 f(z ,yy) 在 点 (zo ,yo) 处 偏 导 数 都 存在 , 则 函数 在 该 点 连续 。 © 3 
(6) 函数 f(zo ,yo) 在 点 (zo ,yo) 处 具有 连续 的 偏 导 数 是 函数 在 该 点 可 微分 的 充分 条 件 。 

人 ~ 
(7) 函数 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 处 可 微分 与 函数 在 该 点 偏 导数 都 存在 是 等 价 条 件 。 
( 
(8) 多 元 函数 的 极 值 点 一 定 是 驻 点 。 ( 3 
3. 填空 题 。 
(1) 函数 z= 二 V4 一 zz 一 十 In(z? 十 y 一 1) 的 定义 域 为 o 
(2) 函数 = 一 areeos( 5] 的 定义 域 为 
(3) 没 /{z+y, 立 == 一 风 , 则 f(x,y)= o 
(4) 设 * 一 arctanCzy), 则 dz 人 
(5) 已 知 = 一 二 zsiny, 则 池 守 一 
Roh lim -一 加 aa 2 + 寺 
tan(zy) __ i sin(z2 十 %) _ 
了 并 co Ty 一 一 
4. 计算 题 。 
(1) 求 极限 : 
而 ji 1 一 cosCZy) 四 下 一 


i 
Can,0) Xiye™ GD Dr ty 


® lim wall @ lim (zsin 二 二 ysin | 


1 
(x,D™(0,0) TY 《Cr 一 (0,0) 
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(2) 设 z=sin(zxy) 十 cos(y’)， 求 关 3 


az dz 
5 和"5y。 


(3) 设 z= 二 e*sinv,u 二 zx 十 y,v 二 x 一 y, 求 


(4) 设 = 一 er+y,z 一 sintyy 一 纪 ,来 昱 


gz gz gixz 
(5) 设 一 3z2y 十 3zy2z 一 2zy， 洒 2 


Bn oy oy 
(6) 设 函 数 < 二 z(x,y) 由 方程 @ 二 2zy 十 3yz 十 zz 所 确定 ， 求 元 


(7) 求 函数 f(z,y)= 二 xz 十 3y? 一 6zy 十 1 的 极 值 。 
(8) 求 曲线 z=1 十 1,y 二 3 ,z= 二 83 一 1 在 点 (2,3,0) 处 的 切线 与 法 平面 方程 。 
(9) 求 曲面 二 2z 一 zy 十 5 在 点 (1,4,0) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 。 


答案 


1. 《1)D (A (3) B (4B (5)D 
BR YK BX WA WK (A OR BK 


天 ， es 


3. (D) (Gowl1<aty<4) 2) (zn|—2<zrty<2)) (3) 和 ) 


(4) det 让 dy (5) 6zxy’+cosy (6) 5,0 (7) 2,1 


4. (CD 种 ©@1 @ 一 去 @o0 


dz 
去 Cry) 5 rCOS( 工 i ey 
Ey A Xxy) a ZCOs(XTy)—2ysin(y 


和 3 9z 
(3) 呈 er+y[sin(z 一 y) 十 cos(Z 2)],57 erty[sin(z 一 y) 一 cos(z 一 y)] 
(4) =e (cost+21) 

2 之 gz gz 
(5) 5 2 6z 十 6y 2 6 并 


9 2y+z 9z 2z 十 3z 
az er 一 并 一 3y "9y e—zx—3y 


(7) 极 小 值 (2,2) 王 一 3 
(8) 切线 : = 


(6) 


; 法 平面 : zx 十 6y 十 3z 一 20 一 0 


和 
4 1 = 


(9) 切 平面 : 4z 十 y 一 > 一 8 一 0; 法 线 : 


多 元 困 数 积分 学 


7.1 基本 要 求 


(1) 理解 二 重 积分 的 概念 ,性 质 和 几何 意义 。 
(2) 熟练 掌握 直角 坐标 系 下 二 重 积 分 的 计算 ,并 能 够 利用 极 坐标 计算 二 重 积分 。 
(3) 掌握 直角 坐标 系 下 三 重 积 分 的 计算 ,并 能 够 利用 柱 面 坐标 和 球面 坐标 计算 三 重 


(4) 掌握 把 遇 线 积分 转换 为 定 积 分 的 计算 方法 ,理解 两 类 曲线 积分 的 区 别 与 联系 。 
(5) 熟练 应 用 格林 公式 ,理解 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 及 二 元 函数 的 全 微分 求 积 
问题 。 


7.2 内 容 提要 


1. 二 重 积分 的 概念 和 性 质 


(1) 二 重 积分 的 概念 
@ 曲 顶 柱 体 的 体积 。 
@ 平面 薄片 的 质量 。 


E 积 分 的 定义 :|| (x,y)do = lim D/C& ,7) a. 

@ 二 重 积分 的 存在 性 ， 车 二 元 函数 ge | D 上 连续 , 则 二 重 积分 
cwar 必 存 在 。 
@ 二 重 积分 的 几何 意义 : 曲 顶 柱 体 体 积 的 代数 和 。 


(2) 二 重 积分 的 性 质 
线性 性 、 积 分 区 域 可 加 性 \ 保 序 性 、 估 值 不 等 式 、 二 重 积分 的 中 值 定理 等 。 
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2. 二 重 积分 的 计算 


1) 利用 直角 坐标 计算 二 重 积分 
(1) 在 直角 坐标 系 下 区 域 的 表示 。 
(2) 将 二 重 积分 转换 为 累 次 积分 。 


@ D 为 X 型 区 域 :| rez,y)de | 人 redy 
> a nn 


@ 了 为 了 型 区 域 : | rez,y)dn = | 人 ”reesmar。 
站 < EAE 
2) 利用 极 坐 标 计 算 二 重 积分 


| p (0 
由 ear 一 由 eeoso esinoyeaeab 一 | do 性 J Cocosg,posin0)pdp 
D D 村 nm 


注 ”车 积分 区 域 与 圆 有 关系 ,而 被 积 函 数 为 /(x? 十 y?) 的 形式 , 则 可 以 优先 考虑 采用 
极 坐 标 来 计算 二 重 积分 。 

*3. 三 重 积分 

1) 三 重 积分 的 概念 


由 evaum = lim Df Es) Av: 
n iml 


2) 三 重 积 分 的 计算 
(1) 利用 直角 坐标 计算 三 重 积 


由 eyem 一 | az Fay | jer,ye) de ( 先 单 后 重 ) 
有 a sz 


© ||lf(z,y,z)dv = | dreesysadrdy ( 先 重 后 单 适用 于 | (zsyvz)dzdy 较 容 
n "hy D. 
易 算 出 来 的 情形 ) 

(2) 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积 分 
fess drdyds = 由 eeose,esine,=ododbdz 
a 

“(3) 利用 球面 坐标 计算 三 重 积 分 
Desao 一 fersingeos0 ,rsingsin0, reosp) sinpdrdpd0 


了 了 


“4. 对 弧 长 的 曲线 积分 
1) 对 弧 长 的 曲线 积分 的 概念 


| f (zy ds = lim D/C8,n)As 
下 0 Ee 
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2) 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 方法 
| fwas 一: 人 ce Vo DFI dt (a<p) 
注 计算 对 弧 长 的 昌 线 积分 | f(x,y)ds 时 ,只 须 把 ,ysds 分 别 换 为 g(1),y(1) 和 
M9 (十 W701) di, 然 后 从 a 到 BB 作 定 积分 即 可 ,需要 注意 的 是 ,这 里 转换 后 的 定 积分 下 
限 w 一定 要 小 于 上 限 。 
“5. 对 坐标 的 曲线 积分 
1) 对 坐标 的 曲线 积分 的 概念 


| PCz,y)dz 一 lim>)P(S 7)Azri 
L a0 i=1 


| Qawdy = lim SQ, sp) Ay 
0 jel 
注 “对 坐标 的 曲线 积分 ,必须 注意 积分 弧 段 的 方向 。 
2) 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 
| Powae 十 QCz,y)dy = | {pty ,wow +Q[Lg(0) ,yy 0}de 


注 下 限 a 对 应 于 上 的 起 点 ,上 限 有 对 应 于 了 的 终点 ,a 不 一 定 小 于 有 。 
3) 两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 


| Pd 十 Qdy = | cPeose 十 QcosB)ds 
其 中 ,a(z,y) ,B(x,y) 为 有 向 曲线 弧 工 在 点 (x,y) 处 的 切 向 量 的 方向 角 。 
“6. 格林 公式 及 其 应 用 


1) 格林 公式 


aQ@ _ ap 可 
中 甘 对 中 jdedy = 中 Pdz+ady 


D 
其 中 ,L 是 DD 的 取 正 向 的 边界 曲线 。 
注 格林 公式 右 端 应 包括 沿 区 域 D 的 全 部 边界 的 曲线 积分 , 且 边 界 的 方向 对 区 域 品 
都 是 正 向 的 。 
2) 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 及 二 元 函数 的 全 微分 求 积 
定理 7-1 设 G 是 一 个 单 连通 区 域 ,函数 P(rz,y) 及 Q(z,y) 在 G 上 具有 一 阶 连续 偏 
导数 , 则 下 列 四 个 条 件 互相 等 价 : 


(GD 沿 G 内 任意 分 段 光滑 闭合 曲线 C 有 中 Pde 十 Qdy 一 0 
(2) 沿 G 内 任意 分 段 光滑 曲线 上， | Pu+au 与 路 径 无 关 ,只 与 工 的 起 点 和 终点 有 关 | 
(3) Pdz 十 Qdy 是 G 内 某 一 函数 x(z,y) 的 全 微分 , 即 在 G 内 有 du 二 Pdz 十 Qdy; 


(4 在 G 内 恒 有 苑 = 5. 
a 
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注 定理 7-1 要 求 区 域 G 是 单 连通 区 域 , 且 函 数 P(z,y) 及 QCzr,y) 在 G 上 具有 一 阶 
连续 偏 导 数 , 如 果 这 两 个 条 件 之 一 不 能 满足 ,那么 定理 的 结论 不 能 保证 成 立 。 


7.3 学 习 要 点 


多 元 函数 积分 学 及 其 应 用 这 部 分 内 容 是 在 系统 学 习 一 元 函数 微 积分 之 后 逐渐 展开 
的 ,本 章 的 一 些 概念 和 性 质 ( 如 重 积分 .曲线 积分 等 ) 与 定 积分 非常 相似 ,读者 在 学 习 过 程 
中 要 注意 它们 之 间 的 相似 之 处 和 根本 区 别 , 这 是 学 好 本 章 的 重要 方法 之 一 。 本 章 的 重点 
是 重 积 分 和 曲线 积分 的 计算 。 首 先 要 理解 二 重 积分 的 概念 和 人 性质 ,熟练 掌握 (在 直角 坐标 
系 、 极 坐标 系 下 ) 把 二 重 积 分 转换 为 二 次 积分 的 方法 ;其 次 掌握 三 重 积分 的 计算 (在 直角 坐 
标 系 、 柱 面 坐 标 系 下 ) ;第 三 掌握 把 曲线 积分 转化 为 定 积分 的 计算 方法 ,理解 两 类 曲线 积分 
的 区 别 与 联系 ;最 后 要 求 能 够 熟练 应 用 格林 公式 求 曲 线 积分 或 二 重 积 分 ,理解 曲线 积分 与 
路 径 无 关 的 条 件 及 二 元 函数 的 全 微分 求 积 问题 。 


7.4 例题 增补 


例 7-1 计算 二 重 积分 | sinydo ,其 中 忆 是 由 直线 z 一 0,y 一 zy 一 及 > 一 本 所 图 成 
分 析 “本题 若 先 对 y 积分 , 则 由 于 | syds 的 结果 不 是 初等 丽 数 ,计算 过 程 较为 复 
杂 , 故 先 对 工 后 对 y 的 二 次 积分 更 为 合适 。 
解 画 出 区 域 D( 见 图 7-1), 可 把 了 看 作 Y 型 区 域 ， 
F<y<n, 0<zxr<y 
于 是 


sam [ 二 上 sinydv 二 siny [wy = | sinyydy 
yy oy Es - 


| sinydy = [一 cosy]: =1 


2 


例 7-2 计算 二 重 积分 | (ze 十 六 do ,其 中 D 是 由 直线 y= 二 x,y 二 x 十 a,y 二 a 及 y 
了 


3a(a 记 0) 所 围 成 的 闭 区 域 。 
分 析 观察 区 域 DD, 会 发 现 它 不 易 用 极 坐 标 表 示 ,本 题 仍 采用 直角 坐标 , 且 区 域 DD 用 
Y 型 表示 更 方便 。 
解 画 出 区 域 D( 见 图 7-2), 可 把 D 看 成 是 Y 型 区 域 : 
aXy<3a, y—a<r<y 
于 是 
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"3a 3a a 
rdo=| dy | Ce 二 edz 一 | [和 十 z] dy 
a oa 5 外 3 gy 


3a a 
=| (2 azy 十 3 js 14a’ 


例 7-3 某 城市 受 地 理 限制 呈 直 角 三 角形 分 布 , 斜 边 临 一 条 河 。 由 于 交通 关系 ,城市 
发 展 不 太 均衡 ,这 一 点 可 从 税收 状况 反映 出 来 。 若 以 两 直角 边 为 坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 ， 
则 位 于 工 轴 和 > 轴 上 的 城市 长 度 各 为 16km 和 12km, 且 税收 情况 与 地 理 位 置 的 关系 大 
体 为 
R(Cz,y) 王 20z 十 10y( 万 元 /km2) 
试 计算 该 市 总 税收 收入 。 
解 ” 这 是 一 个 二 重 积 分 的 应 用 问题 。 其 中 积分 区 域 D 由 x 轴 、y 轴 及 直线 向 十 六 = 


1 所 围 成 ,可 表示 为 0<z<16,0<y<12 一 闻 x, 于 是 所 求 总 税收 收入 为 


16 12— 主 ， 
r= Roz,was = ar| 0+ 10wdy 
” 
D 


0 


人 .195 ; 3 
= 720 十 150z 一 二 zx? |dz 一 14080( 万 元 ) 
0 


16 
故 该 市 总 税收 收入 为 14080 万 元 。 
例 7-4 计算 ||e ”dzdy ,其 中 是 以 O(0,0),A(1,1),B(0.1) 为 项 点 的 三 角形 闭 区 
D 


域 ( 见 图 7-3)。 
解 解法 1: D 视 为 Y 型 区 域 ,可 表示 为 
Oy1l, 0 过 工 委 y 
于 是 


1 1 
Ee drdy = | dy fe dz | ye dy lL [ew J 人 一 
总 o o o 2 0 2 


解法 2: 令 P=0,Q=ze, 则 强 一 息 =e”。 由 格林 公式 有 
1 
| a dzrdy = | ze dy Jz dy | ze dr - C= 
OA+AB+BO a 2 


了 
注 解法 1 是 常规 方法 ,把 二 重 积分 转换 为 二 次 积分 。 我 们 经 常 利 用 格林 公式 把 曲 
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加 
线 积分 转换 为 二 重 积分 。 从 解法 2 可 以 看 出 有 时 利用 格林 公式 把 二 重 积分 转换 为 曲线 积 
分 进行 计算 也 很 简便 。 
例 7-5 计算 了 一 | (ziy 十 3ze)dz 十 ( 雪 * 一 ysiny jd。 其 中 让 是 押 线 ,z 一 人 一 
了 


sint,y 一 1 一 cost 为 从 点 A(2x,0) 到 点 O(0,0) 的 一 段 弧 。 
分 析 直接 用 这 条 路 径 来 计算 很 复杂 且 困 难 ,能 否 换 成 其 他 路 径 呢 ? 


9 9 
解 这 里 PCz,y) 王 zzy 十 3zer,QCzyy) 了 ysiny, 于 是 区 一 局 一 各 在 整个 


ZzOy 面 都 成 立 , 故 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 选 路 径 Li :由 点 A 沿 z 轴 到 原点 ( 见 图 7-4) ,在 
Li 上 y=0,x 从 2x 到 0, 因 此 


0 
I | (zsy 十 3zer)dz 十 ( ysiny jd | 3zrerdzr = 3e*(1— 2x)—3 
Ll 2x 


ZN 4(2r.0) 


图 7-3 图 7-4 


7.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 7-1 
1. 利用 二 重 积分 的 几何 意义 ,计算 下 列 二 重 积分 的 值 。 
gal Rr —y D+ 


分 析 : 被 积 函数 VR 一 2 一 wy 之 0, 故 | VR 一 zr 一 yde 表示 以 上 半球 面 


xz 二 VR? 一 x 一 y 为 项 ,以 闭 圆 形 域 D:x? 十 y* 志 R? 为 底 的 曲 顶 柱 体 (这 里 恰 为 上 半球 体 ) 
的 体积 。 


| ya V SR 2 Rs 
卖 根据 二 重 积分 的 性 质 , 比 较 下 列 积分 的 大 小 。 
《17 设 五 =‖ +t yd, 一 | (十 y)?do, 其 中 积分 区 域 吃 是 由 z 轴 ,y 轴 与 直线 
z+y=1 所 围 成, 试 比较 I 和 I 交大 未。 
解 ”在 积分 区 域 卫 ,0 委 z 十 y> 委 1, 于 是 
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(zi+y) (r+ty) 
由 二 重 积分 的 保 序 性 得 
| e+ yar >| (+ ya 
Db 了 
即 
五 过 下 
3. 利用 二 重 积 分 的 性 质 ,估计 下 列 积分 的 值 。 


(2)1 fe +4y: 二 +9)do,D:z’+y 4 
了 


解 ”在 积分 区 域 D 上 有 0 入 安 十 y 太 4, 于 是 有 
gr+4y: 二 T9447: 二 六) 十 9 寺 25 
又 因为 DD 的 面积 为 4x, 因 此 


36r < 十 4y: 十 9)do 二 100r 
D 


习题 7-2 
2. 计算 下 列 二 重 积分 。 


(2) eeras ,D:0<zr<1,0<y<1l 
D 


分 析 本题 若 先 对 xz 积分 , 则 由 于 [ed 的 计算 过 程 较为 复杂 , 故 采 用 先 对 y 后 对 


工 的 二 次 积分 更 为 合适 。 
解 ” 夯 出 区 域 D( 见 图 7-5), 可 把 DD 看 作 X 型 区 域 :0<z<1,0y<1, 于 是 


1 1 1 pn [| 
[eac= | dz| en dy 一 | dz| ed(zy) = [e® 1 本 
D 0 0 0 0 0 


1 
| (ee— Ddr= [e—z] 一 e 一 2 
上 


7) | coscwe)dr ,其 中 忆 是 由 直线 >=1,y= 工 以 及 轴 所 围 成 


分 析 本题 若 先 对 y 积分 , 则 由 于 [cos(y*)dy 的 结果 不 是 初等 函数 ,计算 过 程 较为 


复杂 , 故 采用 先 对 zz, 后 对 y 的 二 次 积分 更 为 合适 。 
解 夯 出 区 域 D( 见 图 7-6), 可 把 D 看 作 YY 型 区 域 :0<y<1,0<<z 二 y, 于 是 


1 这 
soou= | dv | cos(y )d7 
o 0 


D 


i z=y 
= | cos(y’) [zx],_ody 
0 z= 


1 
= | cos(y ) ydy 
o 
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1 
| cos(y’)d(y’) 
o 


sinl 


2 


cr eol 一 


[sin(y?)], = 

5. 利用 极 坐 标 计算 下 列 各 题 。 

G3) Jaretan 兰 q ,其 中 ,DD 是 由 直线 y=0,y=z 及 加 周 z 十 二 1, 刀 十 二 4 所 用 
成 的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 ， 

解 如 图 7-7 所 示 , 在 极 坐标 系 中 ,D 可 表示 为 0<0<F ,1<p<2,arctan = 
arctan(tan0) 一 0, 于 是 


| 了 二 个 wa， | pk 
jos ou 下 oj 9] 去 [FP 一 和 3 


ol 1 


习题 7-3 


“8. 求 球面 x 十 y 十 (z 一 a)? 二 a? 与 半 顶 角 为 a 的 内 接 锥 面 p= 二 a 所 围 成 的 立体 
的 体积 。 

分 析 球面 的 方程 为 x? 十 十 (z 一 a)* 二 qa? , 即 zz 十 y 十 xz? 二 2az。 在 球面 坐标 下 此 
球面 的 方程 为 于 一 2arcosp, 即 > 一 2acosp。 

解 ”在 球面 坐标 系 中 ,该 立体 所 占 区 域 2 可 表示 为 0<0<2x,0g<a,0<r< 
2acosp。 于 是 所 求 立体 的 体积 为 


V= Warayas = 由 sinpdrdpd0 
a a 
二 | d0 | dp | rsingdr 
= 2x [ sinpdp | rdr 


i 
= 二 | cos’ psingdg 
o 


_ drxa’ 


3 (1—tosta) 
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习题 7-4 

求 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 。 

* 1 二 = 恋 

(9 中 二 二 上 二 ad ,其 中 丁 为 曲线 xz 二 eicost,y 二 e'sint,z 二 e 上 相应 于 上 从 0 变 
化 到 2 的 弧 。 

解 在 曲线 了 上 有 zz 十 只 十 对 一 (etcost)2 十 (essint)2 十 (e)2 一 2e2 ,并 且 

ds= V(z) + (y) + (zc dt 
= MV(e'cost — e'sint)’ + (e'sint + ecost)’ + (e')’ dt = V3e'dt 

于 是 中 | ds= ga ee’) 


s 
na 0 2e” 


习题 7-5 


1. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 。 
(4) 计算 jdet3syrdy 一 zyds ,其 中 ,了 是 从 点 A(3,2,1D 到 点 OC(0,0,0) 的 直线 


段 AO。 
解 直线 AO 的 参数 方程 为 x 二 34,y 二 24,x 二 4wt 从 1 变 到 0。 所 以 


0 0 
| [C32) 。3 十 3 (202 。2 一 (302。20]dt = 87| pd = 一 到 
1 


2， 把 对 坐标 的 曲线 积分 | Powar 十 Q(z,y)dy 转换 为 对 弧 长 的 曲线 积分 ,其 


中 ,分 别 为 如 下 曲线 。 
(2) 在 zOy 面 内 沿 抛物 线 > 一 z 从 点 (0,0) 到 点 (1.1)。 
解 工 的 参数 方程 为 z==1,y 二 ,ti 从 0 变 到 1, 于 是 在 L 上 点 (zx,y) 处 切 向 量 T= 


上 L 2 
(1,20) 一 (1,27z) ,其 方向 余弦 为 cosa 一 .cosB= ,因此 
MV1 十 4z2 8 V1 十 4z2 


PCz,y) 十 27zQCzy) 
PCz,y)dz 十 QCz,y)dy | 
jeew :vi 评 钙 


ds 


习题 7-6 
2. 利用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 。 
(4) | (e'siny 一 my)dzr 十 (e*cosy 一 m)dy, 其 中 以 为 常数 ,LL 为 点 A(a,0) 沿 上 半圆 


周 民 十 y 二 az 到 点 0(0,0) 的 一 段 弧 。 
解 P==e’siny 一 my,Q 二 ecosy 一 m, 设 L 与 OA 所 围 区 域 为 D( 见 图 7-8), 在 D 上 
应 用 格林 公式 得 
aQ aP 


m a 3 na m 
中 Pd 十 Qdy =- 2 jardy ardy po GG ) 和 
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而 在 AO 上 ,y= 二 0,x 从 a 变 为 0, 于 是 
| esiny —m) drt (ercosy —m)dy 
= | (esiny—my)dzr+t (ecosy—m)dy = mam 
8 A0 8 
3. 验证 下 列 曲线 积分 在 整个 zxOy 面 内 与 路 径 无 关 , 并 计算 积分 值 。 
(4) [pdrt ydy, 其 中 ,gp(z),y(y) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 。 
解 在 zOy 面 内 ,P=g(z),Q==y(3) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 , 且 弛 一 0 一 站 ,所 以 在 整 


个 zOy 面 内 ,曲线 积分 与 路 径 无 关 。 取 积分 路 线 为 从 A(2,1) 到 B(1,1) 再 到 C(1,2) 的 折 
线 ( 见 图 7-9), 因 此 


(2,D) 


(1,2. 
| 机 | ,pcwart ydyt | pd t ydy 
1 2 
一 | red 二 | wdy 


. L 于 C2) 


B(1,1) 4(2.1) 


0 A(a,0) * 


图 7-8 图 7-9 


4. 验证 下 列 PCz,y)dz 十 QCz,y)dy 在 整个 zOy 面 内 是 某 一 函数 u(xz,y) 的 全 微分 ， 
并 求 出 一 个 这 样 的 函数 u(xz,y)。 
(2) zyzsdz 十 zydys 


解 在 整个 z0y 面 ,P= 二 zy,Q 二 zx?y 具有 一 阶 和 连 续 偏 导数 , 目 32 一 2zy 一 区 ,所 


以 在 整个 zOy 面 内 ,zy?zdz 十 zydy 是 某 个 函数 的 全 微分 。 取 积分 路 线 为 从 O(0,0) 到 
A(z,0) 再 到 B(z,y) 的 折线 , 则 所 求 函数 为 
2 


Cer) » ， sh 2 
u(x;y) = | zyzdz 十 zzydy 一 0 +| zydy 一 工 | ydy = 一 一 
(0.0) 0 0 2 


总 习题 7 


1. 选择 题 。 
CD 设 积分 区 域 Ds4<z 二 yr<9, 则 ag =-( )。 
D 
A. B. 4x C. 5x D. 9r 


(2) 设 工 =|| Ga + y ao, =|| (+ ya ,其 中 D:z 十 y: 二 1, 则 荆 ,I 的 关 
了 D 
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-要 
系 是 ( Ws 
六 . 毅 尖 玉 六 源 要 让 C. 五 一 三 D. 一 ,7 无 法 比较 大 小 
(3) 设 荆 =|| Ge: + yae, 1, = 上 (r++)?de, 其 中 Di:—1<zr<1,—2< 
Di D, 
yy 和 2; Di::0 达 + 过 1,0 声 y 牵 2, 则 工 ,T 的 关系 是 ( 和 
A. Ll=1; B. =41; C. 工 =21。 了 五 ,天 无 法 比较 大 小 


(4) 设 曲线 工 :xz == 3cosg,y 二 3sing,0 从 0 到 于 , 则 | ds=( 届 


A, 9 B. 6x [ 8 D. 到 
(5) 若 工 为 正 向 圆周 zx 十 y? 1. 则 cz 二 2y)dy 十 (3zr 一 4y)dz ( hs 
A.x B. 2 C. 3r D. 5x 
2. 判断 题 。 
(1) 在 直角 坐标 系 下 ,面积 元 素 do 一 dzdy; 在 极 坐标 系 下 ,面积 元 素 dso 二 dpd0。 
) 
(2) 在 直角 坐标 系 下 ,体积 元 素 dv 二 drdydz; 在 柱 面 坐 标 系 下 ,体积 元 素 do 三 
dodbdz。 ( ) 
(3) 对 于 区 域 D 上 的 连续 丽 数 7(z,y), 恒 有 | /cz,y)do < /esw les. 
Db Db 
( ) 
(4) 把 曲线 积分 转换 为 定 积分 时 ,积分 下 限 一 定 小 于 上 限 。 ( ) 
(5) 平面 区 域 D 的 正 向 边界 曲线 工 是 沿 逆 时 针 方 向 绕 行 的 。 ( ) 
3. 填空 题 。 
(1) 设 忆 是 由 两 坐标 轴 及 直线 2z 十 y 一 2 所 围 成 的 闭 区 域 , 则 将 ||/(z,y)do 转换 为 先 
Db 
对 y 后 对 z 的 累 次 积分 为 ,转换 为 先 对 工 后 对 y 的 累 次 积分 为 
(2) ar | resmav= :| dy | f(r, dr= 3 
[arf erway= :| ae /ew 
(3) 设 D={(zyy) | 袜 十 吧 委 9 . 则 | cs 十 zacosy)dc 一 
D 
(4) 设 积分 区 域 2:1 过 志 二 yw 十 2<4, 则 用 qo 
a 
(5) 第 二 类 天线 积分 | Pde 十 Qdy 十 Rd 转换 为 第 一 类 脂 线 积分 是 .其 中 心 
BY 为 有 向 曲线 弧 本 在 点 (zx,y,z) 处 的 ( 填 * 切 向 量 ” 或 “法 向 量 ”) 的 方向 角 。 


4. 计算 题 。 
(1) 计算 下 列 二 重 积分 。 
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本 
@ ||zydc, 其 中 忆 是 由 直线 y=zyy 王 27 及 > 一 2 所 围 成 的 闭 区 域 。 

@ 有 各 to, 基 中 积分 区 域 是 由 直线 x 一 2.y 一 + 和 到 前 线 <y 一 1 所 国 成 的 站 区 域 
@ 上 jad .其 中 积分 区 域 了 是 由 直线 ,一 Tz- 所 转 成 的 闭 区 域 。 


@ 计算 二 天 积分 | 字 25 da, 其 中 姜 是 圆周 由 zx 十 光一 1 所 围 成 的 区 域 。 


© 计算 二 重 积 分 cos(z 十 y)do, 其 中 DD 为 1<x? 十 y* 三 4 所 表示 的 区 域 。 

(2) 计算 下 列 章 线 积分 。 

DO eds 其 中 Lz ++y=9。 

@4 二 dk, 其 中 了 为 时 线 < 一 weowvy 一 esinrvs 一 站 上 相应 于 ! 从 0 变 到 2 
的 弧 。 

©@ 中 Garcsinz 一 y+5)dr 十 (nry 十 3z 一 2)dy, 其 中 荆 为 圆周 (z 一 1)2 十 (> 十 2)2 一 9 的 
正 向 边界 。 

(3) 验证 (2zcosy 十 cosz)dz 十 (2ysinz 一 zsiny)dy 在 整个 zOy 面 内 是 某 一 函数 
u(xz,y) 的 全 微分 ,并 求 出 一 个 这 样 的 函数 wxCz,y)。 


答案 


1. (DC (WA (WB (WD (5)D 
CD i I CR CX 


1 2 一 2xz 
到 | dz| JCzyy)dy， pw fry dr 
o 0 


EA | 
(2) | Jr (zyy)dz， | dz 上 | f(z,y)dy, 
> 


jb f(x,y) dr, | ye Wdr + ay] fry dr 


(3) 0 (4) 2 


G) | (Pcosa 十 Qcos8 十 Recosy)ds， 切 向 量 
和 

3 9 1 车 . . 
4. (1) Oe ©®7 Fe ) @2x(1—cosl) x(sin4—sinl) 


(2) Dere’ @V3(e—1) @36x 


(3) xz(zyy) 一 多 sinz 十 zzcosy 


无 穷 级 数 


8.1 基本 要 求 


(1) 理解 无 穷 级 数 的 通 项 与 部 分 和 的 概念 。 

(2) 理解 无 穷 级 数 的 收敛 与 发 散 的 概念 ,会 判别 几何 级 数 的 敛 散 性 ,掌握 无 穷 级 
数 的 性 质 ,掌握 无 穷 级 数 收敛 的 必要 条 件 ,会 利用 无 穷 级 数 的 性 质 来 判断 级 数 的 敛 
散 性 。 

(3) 理解 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 , 掌 握 正 项 级 数 敛 散 性 的 比较 判别 法 ,掌握 
户 -级 数 (或 广义 调和 级 数 ) 敛 散 性 的 判别 法 ,掌握 正 项 级 数 敛 散 性 的 比值 判别 法 。 

(4) 理解 交错 级 数 的 概念 ,掌握 交错 级 数 的 莱 布 尼 茨 判 别 法 ,理解 任意 项 级 数 的 绝对 
收敛 与 条 件 收敛 的 概念 ,了 解 任意 项 级 数 的 绝对 收敛 的 判别 方法 ,会 判别 级 数 绝对 收敛 与 
条 件 收敛 。 

(5) 理解 震级 数 及 收 剑 域 的 概念 ,会 求 寡 级 数 的 收敛 半 径 及 收敛 域 , 掌 握 寡 级 数 的 


(6) 会 利用 宪 级 数 性 质 求 客 级 数 和 函数 与 常数 项 级 数 的 和 ,会 求 函数 的 宪 级 数 展开 
式 , 了 解 函 数 展开 成 寡 级 数 的 应 用 。 


8.2 内 容 提要 
1. 常数 项 级 数 


(1) 定义 : 设 有 数列 za ,wz sus ,ts ;, 则 式 子 击 十 wz 十 us 十 … 十 十 *… 号 
n=1 


称 为 无 穷 级 数 ,简称 级 数 。 其 中 ,ww ,za :zs ,… 称 为 级 数 的 项 ,zw 称 为 一 般 项 或 通 项 。 当 级 数 
的 各 项 均 为 常数 时 ,此 级 数 称 为 常数 项 级 数 。 
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要 


站 称 为 级 数 > 的 部 分 和 ; 数列 
Si = WS 一 Wi 十 ia So 一 1 十 xz 十 za 十 … 十 ze 

称 为 级 数 的 部 分 和 数列 。 

(3) 级 数 收敛: 车 部 分 和 数列 {S.) 的 极限 存在 , 即 limS, -- S, 风 称 级 数 > 1 收 人 
并 称 极限 值 S 为 级 数 的 和 , 记 作 > 二 S; 若 部 分 和 数列 {S,} 的 极限 不 存在 , 则 称 
级 数 发 散 ,发 散 级 数 没有 和 。 

2. 数 项 级 数 的 性 质 

性 质 1 荐 级 数 > w 收敛 ,其 和 为 5, 则 级 数 忆 如 也 收 全 ,其 和 为 4S， 


性 质 2 车 级 数 了 与 Dw 分 别 收 化 于 S; 和 S;; 则 可 (Gu, 土 w) 也 收 化 ,上 且 其 和 为 
Si 土 Si, 即 


DE 
性 质 3 在 一 个 级 数 中 去 掉 或 添加 有 限 项 ,不 改变 级 数 的 敛 散 性 ,但 一 般 会 改变 收 全 
级 数 的 和 。 
性 质 4 如果 级 数 Dw 收敛 , 则 对 该 级 数 的 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 仍 收 仇 , 且 
其 和 不 变 。 本 
性 质 5 (级 数 收敛 的 必要 条 件 ) 着 级 数 Dw 收 伊 , 则 它 的 一 般 项 w 趋 于 零 , 即 
limu, = 0。 


3. 正 项 级 数 


(1) 定义 : 若 级 数 ww 中 各 项 均 非 负 , 即 4 三 0 二 1,2,3,…), 则 称 该 级 数 为 正 项 
n=1 


级 数 。 
(2) 正 项 级 数 收 敛 的 充 要 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 {S,} 有 上 界 。 
(3) 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 方法 主要 有 以 下 3 种 。 


@ 比较 审 敏 法 ; 对 于 Dw 和 wy 且 ww 过 wn 二 1,2,3,…), 著 了 vw, 收 伍 , 则 


n=1 n=1 


也 收 化 ; 若 》 ww 发 散 , 则 ww 也 发 散 。 


n=1 


@ 比较 市 化 法 的 极限 形式 , 对 于 us 和 也 w, 如 果 lim 各 二 1(0 二 1 过 0), 则 级 数 


Un 


n=1 n=1 
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Du 和 Dw 同时 收敛 或 同时 发 散 。 


@ 达 朗 贝尔 比值 审 敛 法 如 果 lim 守 + 一 p 存在 , 则 
a. 当 o<<1 时 ,级 数 收敛 ; 
也 当 p>1 [或 ia 低洼 一 < ] 时 ,级 数 发 散 ; 


c. 当 p 二 1 时 ,级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 


4. 交错 级 数 
(1) 定义 : 正 、 负 项 交替 出 现 的 级 数 , 即 


其 中 ,>>0(x* 王 1,2,3,…), 称 为 交错 级 数 。 


(2) 莱 布 尼 茨 审 剑 法: 若 六 (一 DG 之 0; n 二 1,2,3,…) 满 足以 下 两 个 条 件 : 
© uu n=1,2,3,.); 
四 limw =0, 
则 交错 级 数 2) (一 TD) 收 全 ,并 且 其 和 S 有 0 三 SZu。 
Wl 


5. 任意 项 级 数 
0) 定义 : 对 于 级 数 ww ,其 中 wn 二 1,2,3,…) 为 任意 实数 , 称 为 任意 项 级 数 。 
(2) 绝对 收 俩 ; 若 > | | 收 伍 , 称 级 数 yi 绝对 收 伍 。 

A=1 n=1 


(3) 条 件 收 伍 ; 若 > ww 收敛, 而 | w | 发 散 , 则 称 > ws 条件 收 化 。 
n=1 n=1 n=1 


6. 常见 数 项 级 数 


(1) 等 比 级 数 (也 称 几 何 级 数 ) > aq 。 当 |d| 一 1 时 级 数 收敛 ,上 且 和 S = 
n=1 
[| 三 工时 ,级 数 发 散 。 


a le 
1 当 


(2) 广 级 数 >) 十. 当 p 达 1 时 发 表 ; 当 户 > 工时 收敛 。 
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7. 函数 项 级 数 

(1) 定义 : 
uCz) 一 得 (Cz) 十 ieCz) 十 四 (Cz) 十 … 十 四 (Cz) 十 … 
外 到 


(2) 收敛 点 发 散 点 及 收敛 域 , 发 散 域 . 若 zo。ET, 使 dd 收敛 (发 散 ), 则 ze 称 为 
函数 项 级 数 的 收敛 点 (发 散 点 ), 所 有 收敛 点 (发 散 点 ) 的 全 体 称 为 收敛 (发 散 ) 域 。 


(3) 部 分 和 : 
Si(z) = St 
(4) 和 函数 : 和 
SCz) = limS,(z) 
8. 震级 数 
(1) 定义 : 


Ws 


Qaz" 一 ,Co 十 而 元 十 如 达 十 富 十 Ga 二" 
0 


> as(z WtaG—) to — nm) + ta a + 

(2) 求 收敛 半径 的 方法 。 
设 寡 级 数 > avz" ,其 中 a 天 0, 且 1lim 
n=1 了 


Qntl 
an 


二 p, 则 


@ 当 0<p<+o 时 ,R= 方 ; 


@ 当 p=0 时 ,R= 十 吕 ; 

@ 当 p= 十 cc 时 ,R=0。 

对 于 z= 士 R 点 , 客 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 此 时 ,要 分 别针 对 z 王 士 尺 的 情况 对 
窒 级 数 进行 讨论 。 

(3) 震级 数 具 有 如 下 人 性质 。 

性 质 1 加 减法 : 


Darr’ i Por = Da,tb)r" = Sr)+S(r), R= min{Ri,R,} 
n=1 n=1 


n=1 


性 质 2 。 Dyasz" 的 和 函数 SCz) 在 收敛 区 间 (一 R,R) 内 是 连续 的 。 


性 质 3 逐 项 求 导 : S'(x) = (Per) = Swany = Dhar 


性 质 4 逐 项 积分 : | scodz 一 | Dorr) 一 阿 | a"ar 一 如 训 I v 
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(4) 将 函数 展开 成 索 级 数 有 以 下 两 种 方法 。 
@ 直接 展开 法 : 


第 1 步 ; 求 了 CrjsF Ce)sewsfmCz)s 计 算 fCO95 了 CO) 075esfo00)5 


Am (0) 


第 2 步 , 写 出 震级 数 》， 它们 =/(0)+7 (02+ Fe 
并 求 出 收敛 半径 RR。 


| 十 


nl 


@ 间接 展开 法 : 利用 已 知 函 数 的 徊 级 数 最 开始 及 对 竹 级 数 的 逐 项 积分 、 逐 项 求 导 、 
人 恒 等 变形 等 把 所 给 函数 展开 成 寡 级 数 。 已 知 函 数 的 zx 的 知 级 数 展开 式 有 


ltzte+t r+ De, lzl<l 
二 n=0 
i 要 Se Jo， 十 co 
e le t i Zin ZE (一 co 十 co) 
3 5 2n 十 1 
i 也 也 tt Wi av 
sinz a art51 古 { 一 于 nF i 
六 NR ztl 让 
ma i - co, 十 co 
一 ei 
2 4 2m 
i wd pe je 
COSZ 1 21 tA 二 (一 1) Cn 


2n 
Le 区 Co | ce 
pe D3 Tetes) 


| 1 -2 .3 el 1 a 
ln(l+zx)= x 2 十 了 zx 人 es + 


= 7) 1D)" oie | 
各 


8.3 学 习 要 点 


无 穷 级 数 是 高 等 数学 的 重要 组 成 部 分 , 它 是 表示 函数 ,研究 函数 性 质 以 及 进行 数 


收敛 的 必要 条 件 , 会 利用 无 穷 级 数 的 性 质 来 判断 级 数 的 收敛 性 ; 理解 


充分 必要 条 件 ,掌握 正 项 级 数 敛 散 性 的 比较 判别 法 ,掌握 p- 级 数 (或 广 


值 计算 的 一 种 重要 的 数学 工具 ,在 电学 、 力 学 及 计算 机 辅助 设计 等 方面 有 着 广泛 的 应 
。 因 此 ,在 学 习 过 程 中 ,应 切实 理解 无 穷 级 数 的 通 项 与 部 分 和 的 概念 ; 理解 无 穷 级 数 
的 收敛 与 发 散 的 概念 ,会 判别 几何 级 数 的 收 和 敛 性 ,掌握 无 穷 级 数 的 性 质 , 掌 握 无 穷 级 数 


正 项 级 数 收 敛 的 
义 调和 级 数 ) 敛 


散 性 的 判别 法 ,掌握 正 项 级 数 敛 散 性 的 比值 判别 法 ; 理解 交错 级 数 的 概念 ,掌握 交错 级 
数 的 莱 布 尼 芯 判别 法 ,理解 任意 项 级 数 的 绝对 收敛 与 条 件 收敛 的 概念 ,了 解 任意 项 级 
数 的 绝对 收敛 的 判别 方法 ,会 判别 级 数 绝对 收敛 与 条 件 收敛 ; 理解 矫 级 数 及 收敛 域 的 
概念 ,会 求 寡 级 数 的 收敛 半径 及 收敛 区 间 ,掌握 寡 级 数 的 性 质 ; 会 利用 震级 数 性 质 求 宕 


级 数 和 函数 与 常数 项 级 数 的 和 .会 求 函数 的 究 级 数 展开 式 ,了 解 函 数 
应 用 。 


展开 成 震级 数 的 
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8.4 例题 增补 
例 8-1 判别 级 数 记 一 各 十 卫 一 … 十 (一 1" -下 -十 … 的 敛 散 性 。 


分 析 ” 当 考 察 一 个 级 数 是 否 收 化 时 ,首先 应 当 考察 当 n 一 co 时 ,级 数 的 一 般 项 zw 是 
否 趋 向 于 零 , 若 级 数 的 一 般 项 w 不 趋 于 零 , 即 limw, 天 0， 则 该 级 数 > w 一 定 发 散 ,但 是 ， 
一 般 项 w 趋向 于 堆 的 级 数 不 一 定 收敛 ,具体 的 级 数 要 用 具体 的 方法 去 判别 。 

解 ” 由 于 limw 一 lim( 一 1D)" 一 于 生 不 存在 , 即 当 ~ 时 ,级 数 的 一 般 项 w 不 趋 
零 , 因 此 这 个 级 数 是 发 散 的 。 

例 8-2 证 明 调和 级 数 1 十 却 十 二 十 … 十 二 十 "是 发 散 的 。 


分 析 课本 通过 构造 一 个 不 等 式 的 方法 证 明了 这 个 结论 。 下 面 通过 积分 来 证 明 这 个 
结论 。 
证 明 ”这 个 级 数 的 通 项 a, 可 以 用 以 下 积分 表示 : 


十 1 
5 
n 天 n 


由 于 积分 变量 z 的 变化 范围 是 n<z<n 十 1, 从 而 二 之 士 ,因此 


tH 


出 ntl Ll n+l 1 
an | dz>| 本 dz = ln(nt 1)— lon 


于 n 


于 是 
1 之 ln2 一 lnl = ln2 
1 
Ee 本人 
2 宇 ln3 一 ln2 
二 这 mo 十 D 一 Im 
相 加 得 


二 信和 

S, 一 1 十 2 证 3 二 = 
过 ln2 十 (ln3 一 ln2) 十 (ln4 一 ln3) 十 … 十 [ln(z 十 1) 一 lnz] 
一 ln(z 十 1) 


当 ? -十 co 时 ,ln 十 1) 一 十 co 所 以 S, 一 十 c; 故 调和 级 数 >) 二 发散。 
证 毕 n=1 
例 8-3 ”判别 级 数 》) 元 二 -的 剑 散 性 。 
分 析 “这 是 一 个 正 项 级 数 ,考虑 用 正 项 级 数 的 比较 审 煞 法 来 判别 ,因此 要 将 通 项 进行 
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放 缩 , 放 缩 到 一 个 已 知 敛 散 性 的 级 数 。 
解 ”因为 2 一 2 一 2 2" 一 2 一 2 十 2 一 2 一 2 十 (2 一 轨 亿 2 ,所 以 


1 
i 
而 >) 二 是 一 个 公 比 4 一 3 的 等 比 级 数 ， 由 比较 审 敛 法 可 知 ， 级 数 二 上 一 是 收敛 的 。 
8-4 日 一 一 一 一 发散。 
例 证 明 级 数 -二 发 玫 


分 析 这 是 一 个 正 项 级 数 ,考虑 用 正 项 级 数 的 比较 审 伍 法 来 判别 ,因此 要 将 通 项 进行 
缩小 ,缩小 到 一 个 已 知 发 散 的 级 数 , 如 调和 级 数 。 


+ 及 1 1 
证 明 因为 一 = 之 ,而 级 数 
x n(nt+2) 到 十 27 于 十 2 十 1 5 
下 Lt 
WL 设 让 


是 去 掉 第 一 项 的 调和 级 数 .由 级 数 的 性 质 可 知 ,级 数 > -二 1 是 发 散 的 ; 由 比较 审 仇 法 可 


知 ,级 数 忆 -三 芭 人 


例 8-5 ”判别 级 数 》) sin 的 敛 散 性 。 
n=] 


分 析 这 是 一 个 正 项 级 数 ,考虑 用 正 项 级 数 的 比较 审 敛 法 的 极限 形式 来 判别 ,因此 要 
找 一 个 已 知 敛 散 性 的 级 数 来 和 它 进 行 比较 判别 极限 。 


解 ”因为 w==sin 到 >0, 所 以 这 是 一 个 正 项 级 数 , 取 um 二 到, 则 


sin 高 
lim 空 =1 
neo Un 后 
2 
由 于 级 数 忆 至 一 + 到 一 x ( 击 】 是 一 个 4 一 二 时 的 等 比 级 数 ,因此 级 数 > 到 
n=1 n=1 n=1 n=1 


收敛 .根据 比较 审 仇 法 的 极限 形式 可 知 , 原 级 数 >,sin 去 收 化 。 

例 8-6 判别 级 数 >) 下 本 的 仇 散 性 。 

分 析 这 是 一 9 项 中 出 现 w ,zl! 等 形式 的 级 数 时 ,考虑 用 正 项 级 数 
的 达 朗 贝尔 比值 审 敛 法 来 判别 。 


2 


2 
解 ww 一 站 Tri 一 一 和 ,因为 


nl 
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要 


Un+1 


lim lim 1 
moo Un oo 


2 2 
hl a1 i Gn 0 
nl n 


a mm 


根据 比值 审 八 法 知 ,级 数 十 收 全 。 

例 8-7 判别 级 数 忆 2 十 入" 的 仇敌 性 。 

分 析 。 这 是 一 个 正 项 级 数 ,但 由 于 lim 各 不 存在 ,所 以 达 妆 贝尔 比值 审 化 法 失效 ， 
考虑 用 正 项 级 数 的 比较 审 仇 法 来 判别 .也 可 以 利用 级 数 的 性 质 来 判别 ， 若 级 数 w 与 


Dw 分 别 收敛 , 则 > Cu 土 忆 ) 也 收敛。 


2 二 KE 一 和 * 2 
1 , , 因 
解 解法 1: ww Unt1 Cs 因为 


PO 2 ha es 
i ny hd 
不 存在 ,所 以 达 朗 贝尔 比值 审 敛 法 失效 。 但 是 ,由 于 

2 1 3 


u 
Wa ne 


而 级 数 3 


是 bp 一 2 时 的 -级 数 ,所 以 级 数 》) 总 是 收 化 的 .由 比较 审 全 法 可 知 ,级 数 了 二 生 二 
n=1 n=1] 
收 伊 。 
解法 2: 考虑 到 级 数 》) 达 =23) 二 是 p 二 2 时 的 户 级 数 ,所 以 级 数 》) 号 是 收敛 
n=1 n=1 n=l 


的 ,级 数 》) 一 二 是 交错 级 数 ,由 莱 布 尼 芯 判别 法 知 该 级 数 收敛 。 


由 级 数 的 性 质 可 知 , 级 数 >) 2 士 17 收敛。 
n=1 


村 ,1 2n 十 1 
例 8-8 判别 级 数 2 Dm 二 15 的 敛 散 性 。 


分 析 这 是 一 个 交错 级 数 ,考虑 用 莱 布 尼 茨 审 剑 法 来 判别 它 的 敛 散 性 。 
解 ”此 交错 级 数 中 : 
2 十 了 兴 2(n 十 1) 十 1 2 十 3 
” aa 二 1D” Dat Dt2) (十 1)(z 十 2) 
由 于 as+1 2n 十 3 A 272 十 37 
Un (n+1)(nt+2) 2n 二 1 272 十 5z 十 2 


2 加 十 | 一 0, 由 莱 布 尼 蒋 判 别 法 知 ， 
n(nt1) 


| 


此 三 wn 二 1,2,3,…), 又 因为 limu 二 lim 


第 8 章 无 穷 级 数 


135 


该 级 数 收 仇 。 
例 8-9 判别 级 数 >) (一 TD) ll 的 敛 散 性 ,车 收敛 ,指出 是 绝对 收敛 还 是 条 件 
收敛 。 


分 析 对 于 任意 项 级 数 > ,ww ,要 判断 它 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ,首先 要 判断 级 数 
通 项 是 否 趋向 于 零 , 若 不 趋向 于 零 , 则 级 数 发 散 ,车 >) | | 收 合 , 则 级 数 > 绝对 收敛 ; 


车 | 发 艇 ,而 nn 条 件 收敛 。 


解 Pll=> CD 台所 | D1 32+1 
a | 2 EL 2" 
i | ee | 
由 于 | | | 2 


所 以 | 六 全 更 型 于 收 俩 ,从 而 原 级 数 绝对 收 伍 。 


例 8-10 求 等级 数 a 的 收敛 半径 与 收敛 域 。 


分 析 要 求 宕 级 数 awe" 的 收敛 半径 , 先 求 lim 二 ps, 当 0 二 p< 二 时 ,R= 


Qntl 
Aan 


s+ 当 。 0 时 ,R = 十 co; 当 p = 十 co 时,R = 0. 对 工 一 士 R 点 ,震级 数 可 能 收敛 也 可 能 
发 散 .此 时 ,要 分 别 对 z 二 土 R 的 情况 对 震级 数 进行 讨论 。 


解 ”因为 
_ {be 
& 一 
1 fn 
。 (Co Dc Vn 
lim | 和 2 lim lim 
es Qn nc | 3" i LD “3 Yn]1 3 


i Si CD pe 
故 备 级 数 3 后 的 收敛 半径 及 一 方 一 3。 


当 z = 一 3 时 ， .等级 数 成 为 级 数 这 


当 z 一 3 时 ， 级 数 成 为 交错 级 数 (ey a :由 莱 布 尼 艾 审 敛 法 可 知 , 此 级 数 是 收 


,这 是 p= 二 去 三 1 的 级 数 ,是 发 散 的 。 


敛 的 。 


所 以 等级 数 六 a "的 收敛 域 为 (一 3,3]。 
n 
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要 


例 8-11 ” 求 备 级 数 》 伴 寺 二 的 收敛 半径 与 收敛 域 。 


分 析 。 此 罕 级 数 不 属 于 > asz* 这 种 形式 的 索 级 数 ,所 以 不 能 直接 用 公式 求 收 盆 半 
径 , 须 先 换 元 变 成 3a,z" 形式 的 震级 数 。 


,因为 


解 令 上 一 工 一 1， 


Qntl 


1 
2"ti(n 二 1) | n 1 
1 | 


| 2 


2"n 


故 宕 级 数 六 的 收敛 半径 R= 二 2。 因 此 ， 宕 级 数 》 全 二 < 的 收敛 半径 R= 二 2。 


i SE ,是 收敛 的 。 


n=1 


当 4 一 2 时 ， 宕 级 数 成 为 级 数 >) 十. 一 》) 二 ,是 发 数 的 ， 


于 是 , 宕 级 数 > 六 2,2), 即 一 2 和 :< 2。 
n=1 
由 上 一 zx 一 1 得 一 2 委 z 一 1 二 2, 所 以 一 1 委 z<<3。 


于 是 , 寒 级 数 >) 秋元 二 的 收 敏 半 径 R 一 2, 收敛 域 为 [一 1,3)。 
n=1 


例 8-12 求 军 级 数 C1D" 二 je" 的 收 俩 半径 与 收 倒 域 。 


分 析 这 个 ee 对 于 这 样 的 缺 项 级 数 ,最 好 运用 达 朗 贝尔 比值 
审 剑 法 直接 求 其 收敛 半 径 。 
解 ”这 个 圭 级 数 中 缺少 偶 次 圭 的 项 , 即 
Za 一 0 (n=1,2,3,°") 
适合 直接 用 达 朗 贝尔 比值 审 敛 法 来 求 收敛 半径 。 由 于 


(一 1)"+ 1 2m 十 3 


了 rr ~ 和 
lim | za i Zn 全 2n 加 “jzj: = |zl: 
| tt on (1) 1 nt1 mc 【2n 十 3 
2 十 1 


所 以 , 当 |z| < 二 1, 即 |z| 到 1 时 ,所 求 寡 级 数 收敛 ; 当 |z|? 之 1, 即 |z|>1 时 ,所 求 寡 级 


有 > I Ee 径 尺 二 
数 发 散 . 故 宕 级 数 > CD R= 


当 工 = 一 1 时, 竹 级 数 成 为 级 数 一 》) (一 1)" 二 
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当 z 一 1 时 ,等 级 数 成 为 级 数 > (一 0) 元 上, 是 收 化 的。 


所 以 震级 数 》， (一 1D* mr 的 收敛 域 为 [一 1,1]。 


n=1 


例 8-13 求 和 级 数 忆 全 二 > 29 的 和 函数 SCz) 。 


分 析 ”此 震级 数 可 以 先 通过 求 导 变 成 一 个 等 比 级 数 ,利用 等 比 级 数 先 求 出 和 函数 ,再 
对 此 和 函数 进行 积分 , 即 可 求 得 该 备 级 数 的 和 函数 。 
解 ” 设 所 给 徊 级 数 的 和 函数 为 S(z), 即 


sy VCD if 
St vi 了 
由 于 
S'(z)= >) (一 Drzm = 一 十 zt 一 帮 十 十 (一 1)"z*” 十 … 

一 .2 

一 | 这 | 过 
Tia |*|< 

所 以 


Se Sy 
SCz) 一 scouz= | 证 志 2 [ 信访 dz 


下 让 二 [iax arctanzt—z+C, |zx|<1 


所 以 


(一 1)” ,an+i 
1 22 十 1 


例 8-14 二 一 xz" 的 和 函数 SCz)。 


分 析 此 办 级 数 可 以 先 提 出 一 个 工 ,然后 对 剩 下 的 部 分 积分 求 出 和 函数 ,再 对 此 和 函 
数 进行 求 导 , 即 可 求 得 璋 下 部 分 徊 级 数 的 和 函数 ,最 后 再 乘 以 提出 来 的 xz, 即 为 该 宕 级 数 
的 和 函数 。 


解 易 求 得 震级 数 > 一 iz" 的 收敛 域 为 (一 oo, 十 oo)。 注 意 到 


arotane—o“O: zeE Clil) 


~ ES nl 
zz ee oo 
| 2 wor ze (一 co, 十 co) 
设 所 给 短 级 数 的 和 函数 为 SCz) , 即 
2 
S( 动 = 加 
nl 
本 加 
刚 时 部， 放 7 aa 一 1 
则 Str) Di 2 pe 


心 
js 
5 
| 
i 
上 
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对 上 式 两 边 积分 ,得 
Ee = nn | > a S i zx 
上 reou 3 i Ws 之 GD ?A mn 
再 求 导 ,得 
fx) = (zer) =e(z+t+1) 
于 是 ,所 求 的 和 函数 为 


= 2 
SCz) 2 Xf(z) = xe(zil1), rE(—%,+™) 


eg 1 加 
例 8-15 将 函数 7(z) 一 二 二 公干 展开 为 (zx 1) 的 寡 级 数 。 
分 析 ”将 所 给 分 式 拆 成 两 个 分 母 均 为 一 次 式 的 分 式 的 代数 和 ,通过 加 一 个 数 与 减 一 
个 数 , 将 分 母 化 为 含有 (x 一 1) 的 项 ,然后 通过 提取 因 式 ,将 分 母 的 常数 项 化 为 1, 再 利用 


1 _ = 》 (一 Doz*(|z| 一 1), 将 函数 展开 成 宕 级 数 。 


I 一 
解 ”因为 
了 WE 1 1 .人 1 
二 
1 1 
d= | 
4(1+ 5 】 s(1+ i ) 
而 
人 -二 ce 
w= tt 学 
4(1+ 了 ) 
= Dl 1 
一 2 
由 于 1 < 得 zE (3), 
1 Ti 中 1 忌 » (ZO—1)" 
s(1+= 守 | 于 D 人 i 
1 
= 
a 2 
由 于 <1 得 z€E (3,5). 因此 


. 1 1 
Ft) 和 Dk wy (2 pe 1 


n=0 


例 8-16 将 函数 f(x) 二 In(1 一 x 一 2x’) 展 开 为 x 的 短 级 数 。 


分 析 ” 先 将 所 给 函数 化 简 , 再 利用 In(1 填 z) 一 3 ( DT 1,1]), 将 
函数 展开 成 寡 级 数 。 
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要 
解 因为 
7(z) 一 ln(1 一 z 一 2z2) 一 ln[(1 十 z)(1 一 2z)] 王 ln(1 十 z) 十 ln(l 一 2z) 
ET 
由 于 ln(1 十 z) D3. Dr 
所 以 
S # ty 
ln(1 一 2z) 和 2 Di 
由 一 1 二 一 2z 志 1, 得 zE (一 二 ， 3 
二 二 | HE 仁 去 二 
即 ln(1 一 2z) 2 Wt 到 | 
所 以 f(z)= ln(1 一 z 一 2z2) 一 ln(1 十 z) 十 ln(1 一 2z) 
> i | th 
2 I 未 过 CD i) 
加 一 = = ,时 _ 人 去 二 
= ol wr meld 


8.5 ”教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 8-1 
次 ia 
(3) 
2 A i+Vn 
解 因为 H (Vntl—Vn) Vnt1—Vn 
7 十 1 十 W CVntl+yn )(CVza 十 1 一 Vz) 
所 以 S,=(V2 一 DD) 二 (V3 一 V2) 十 … 十 (Vn 十 1 一 Yn) 二 Vn 十 1 一 
故 该 级 数 发 散 。 
和 
$0 > (n 二 1)(n+t2) 
解 ”因为 
1 1 1 
attDat2a) ntl 7 十 2 
所 以 


1 1 1 we 1 1 】 L 
3 人 二 二 人 3 + 村 5 2 n+2 
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3. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 


6 3 pn 


解 因为 

Hae 一 吉 而 和 1 一 训 六 1 
(8) 全 GT 
解 因为 w(t 


= rb 


1 十 1 
故 该 级 数 收敛。 
习题 8-2 
1. 利用 比较 法 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 
(5) 
吕 ! Vn—2 
因 = 一 于 三， = 三 <<18 
解 ”因为 上 和 ,而 级 数 忆 二 了 是 p 1 一 1 时 的 p- 级 数 , 故 级 
数 允 上 > 是 发 散 的 .根据 比较 审 仇 法 可 知 ， 乞 数 半天 5 发散。 
(6) Dsin 蕊 
-i 
解 ” 因 为 ww 一 sin 焉 达 于 ,而 级 数 沁 到 一 < 而, 又 因 为 级 数 忆 十 是 一 个 公 比 
= n=1 n=l 


4 二 二 二 1 的 等 比 级 数 ,因此 级 数 二 是 收敛 的 ,所 以 级 数 > 到 是 收 俩 的 .根据 比较 市 
n=1 n=1 


人 法 可 知 , 级 数 > sin 于 收 全 。 
wl 
2 利用 比值 法 判别 下 列 级 数 的 剑 散 性 。 


1110” 
0 2 Cw 1 


解 nll10” Cp 
Tl Gt2)1 


因为 
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要 
. (mm 十 1)110"+ (2 十 1)! 0] 
| A Wh 
根据 比值 审 敛 法 可 知 ， 级 数 世 157 安 族 。 


人 判断 下 列 交错 级 数 的 仇 散 性 。 
(6) Dy 二 一 


解 ”此 交错 级 数 中 : 
3z 二 1， 3(z 十 1) 二 1 ”37z 十 4 
有 (nt+1)? (nt 1)? 


令 /(2)=H (zDD, 则 


Pt sy 
3 


即 /Co 一 中 二 在 (1, 十 <=) 内 单调 减少 ,所 以 有 


32 十 1 3n 十 4 
nn (22 十 1)2 
即 tn 一 tn+1 


又 因为 lm 一 im 到 了 二 0, 由 莱 布 尼 艾 判别 法 可 知 , 该 级 数 收敛 。 
4 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 车 收敛 ,是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 。 


© DD 
(十 1)” 
三 Wn ~ Vn 
解 (一 1 
2 m+ | ent 
考虑 到 一 > Vn 1 1 lg 


CR 二 1) ”CT 二 WE) C2) AVn dnt 
因为 级 数 > -一 于 二, 而 级 数 >) 方 是 一 个 户 一 去 < 工时 的 入 -级 数 , 故 级 数 
722 


n=1 dn 


> 工 发 散 ， 所 以 级 数 >- 也 发 散 ， 根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 可 知 , 级 数 
n? 4n 


一 Yr 发散， 因此 > (一 1D" 次 不 绝对 收敛 。 


"1 (V 十 1) (十 1) 
3 Wn 
又 由 于 2 (一 1)* z 是 一 个 交错 级 数 , 令 
> Wnt+1)’ " 
(站 = 一 民 (x>1) 
则 
PD  ， 二 前 让 区 站 


2Vz (Wz+1) 
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要 


即 f(z) 二 一 在 (1, 十 oo) 内 单调 减少 ,所 以 有 


(Vz+1) 
Vn Se Mw 1 
CB 所 下 下 直 坝 / 


即 
Un > n+l 
i Vn Vn 
由 i ee mr 
i . Wi Wr 
布 尼 芯 判别 法 可 知 ,级 C1)" 而 可 知 级 bE 
由 莱 布 尼 芯 判别 法 数 i = 收敛。 从 数 六 < 
条 件 收敛 。 
习题 8-3 


1. 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 半 径 和 收敛 域 。 
Go0) 六 x 


解 ”因为 au 一 与 
| 3 , 电 
Gan te 

3 lim 3 


en i ei Te 
故 等 级 数 > xz" 的 收敛 半径 R = 工 一 款 。 
n=1 7 p 3 


当 zz 一 一 于 时 , 宕 级 数 成 为 交错 级 数 数 所 站 ,是 收敛 的 。 


当 z 一 二 时 , 蚕 级 数 成 为 >) 占 是 一 2 之 1 时 的 -级 数 ,是 收 全 的 ， 
n=1 


所 以 等 级 数 >) 本 的 收 合 域 为 [一 计 , 言 ]。 
2. 求 下 列 知 级 数 的 和 函数 。 
(OY I— Zr Bd 
解 ” 设 所 给 寡 级 数 的 和 函数 为 SCz) , 即 
SGCz) 一 1 一 2z 十 3z2: 一 4z3 十 … 
在 (一 1,1) 内 逐 项 积分 ,得 
[sea = [ia —[ 2a + | eq — | aed 十 … 


2 十 za 二 可 
he 中 ja Iz|=<1 


再 求 导 , 得 
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本 
a a 1 
S(z) = | = [Iz|=1 
即 
1 
2 -3 四 
T=2% 3 = 填 i EA 


(6) 六 et Dr le et, 
解 ” 设 所 给 寡 级 数 的 和 函数 为 SCz) , 即 


SCz) = 3 et De" 


n=1 


在 (一 1,1) 内 ,对 级 数 了 9 于 "进行 两 次 逐 项 积分 ,得 
n=1 


[sa = | nt rd 二 于 『 nt Dg = 》 2 二 lz。 
S 0 n=1 oo 2 2 


1 n=1 
ntl = i 
[> 2 之 站 之 3 3 之 2 1a lz*|l<1 
.2 
再 对 去 。 -过 -进行 两 次 求 导 , 得 
i YW EL 
ee G3 1) a l*l<1 

即 

nnt+D) .nl 2 

2 2 Ca Iz|=<1 


习题 8-4 
7. 将 函数 F(z)=az 展开 成 x 的 罕 级 数 。 
解 因为 f(z)=a*=ew 一 em ,又 由 于 
==1 十 t 十 直 关 十 … 十 车 十 … ,1€ (一 co 十 co) 
21! nl ! 
取 :一 zlna, 得 
jz = ar = bp (zlna)” pb Cna)” 
且 一 cc<zlnae< 十 cc, 即 zxE (一 co ,十 ce), 所 以 
jz) = ur = emm bP3 (zlna)” Clna)”，， 2 


nl Fz 二 


n=0 


8. 将 函数 /Cz) 一 sinz 展开 成 (x 一 至 ] 的 宕 级 数 。 
解 因为 


f(x)= sinz = sin[ [= tt | sin(z 于 jeos 3 +eos(* jsin 和 


-el 
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Ww 
Ld ,xl a a 
由 于 sinz 2 1) Cn FD 区 EL co 十 co) 
所 以 
元 th 
站 
sin(z 下 2 I atl rE(—%,+o) 
= 2n 
灵 和 于 cosz 2 DD)" Za rzE€(—o0,+o0) 
所 以 
A 2m 
中 
cos(# 于 3 Ee— 1 pT ，zE (一 co, 十 co) 
n=0 ! 
所 以 


f(x)= sinx [sn(z 4 】 eos(# 3 )] 


A 2m 十 1 2m 
避 吉 -到 ”总 。， 人 到 Pe 
PE Wa 加 i 


总 习题 8 
1. 选择 题 。 
(1) 对 级 数 yu 来 说 ,limu 二 0 是 级 数 Dw 收敛 的 ( 。) 条 件 。 
n=1 Wr n=1 
A; 充分 B. 必要 C. 充 要 D. 非 充 分 也 非 必 要 
(2) 对 p- 级 数 > 点 ,下 列 说 法 错误 的 是 ( 。 )。 
A. 当 >1 时 ,级 数 收敛 B. 当 思 >>1 时 ,级 数 收敛 
C. 当 bp 入 1 时 ,级 数 发 散 D. 当 p 过 1 时 ,级 数 发 散 
(3) 下 列 级 数 中 ,发散 的 是 ( De 
Si = 
A. 之 ee B. 之 CD 二 
C. DD D. DD" 
| 2 i 2 
(4) 下 列 级 数 中 ,收敛 的 是 ( t 
A D3 B. Dl 
n=l NT = 时 
志 二 时 | | 
2 ti ™ 四 
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要 
(5) 寡 级 数 Date" 的 收敛 半径 为 ( 。 )。 
A. R=0 B. 尺 王 十 ce C. R=1 D. R=2 
2. 填空 题 。 
01) 在 级 数 中 去 掉 、 加 上 或 者 改变 有 限 项 ， 级 数 的 收 化 性 。( 填 “改变 "或 “不 
改变 ”) 
(2) 车 级 数 Dw 与 Dw 都 收 伍 , 则 级 数 Cu 圭 坟 ) 。( 填 “ 收 化 "或 
“发 散光 
(3) 对 广 级 数 >) 请 , 当 时 发 散 ; 当 时 收敛 。 
(4) 著 正 项 级 数 > 'uw 的 后 项 与 前 项 之 比值 的 极限 等 于 p 存在 , 则 当 时 ,级 数 
收敛 ; 当 时 ,级 数 发 散 ; 当 时 ,级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 。 
(5) 若 >) |u | 收 全 , 称 级 数 >) 收敛 ; 车 > 收敛 ,而 >) |u | 发 散 , 则 
称 ww 收 伊 。 
(6) 乔 级 数 > (一 1)" 本 的 收 全 域 为 
(7) 宕 级 数 nz" 的 收敛 半径 为 
3. 判断 题 。 
(1) 若 limw 一 0， 则 级 数 D 一 定 收敛 。 和 
G2) 正 项 级 数 收 伍 的 充 要 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 有 界 。 ( ) 
(3) 调和 级 数 了 是 发 散 的 ,而 级 数 > (一 1)" 二 是 收 全 级 数 。 六 六 
n=1 n=1 
< 若 级 数 > mw 收敛 , 则 级 数 了 | | 必 收敛 。 ( ) 
n= n=1 
0 收敛 。 人 
n=1 
4， 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 。 
和 (2) 
3 | 2 M3m—2 
Se = 
0 2 (4) 2 2sin 3 


2 一 1 1 SS (一 1) 汪 
WW 站 os (6) 之 而 
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5. 判别 级 数 ) (一 1)" 二 的 伍 散 性 . 若 收敛, 指出 是 绝对 收敛 ,还 是 条 件 收敛 。 
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6. 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 。 
Si i ST (zi 3)" 
(1) 和 2 x (2) 之 1 (3) > 2 


7. 将 函数 f(x) 二 4 展开 成 (z 十 2) 的 宕 级 数 ,并 求 出 它 的 收敛 域 。 
8. 将 函数 /(x) 二 cos:z 展开 成 寡 级 数 。 


答案 


-DE A CD We (A 

2. (1) 不 改变 (2) 收敛 (3) p<1,p>1 (4) p<1,p>1,0=1 
(5) 绝对 ,条 件 (6) (一 1,1] (7)1 

3 C1) Cn Cf (WK YX 

4. (1) 发 散 (2) 收 化 (3) 收敛 ” (4) 收敛 (5) 发 散 (6) 发 散 

5. 条 件 收敛 


pt i 
6. (1D 收敛 半 径 为 R 一 二 , 收 伍 域 为 [ 二 洁 


(2) 收敛 半径 为 玉 = 十 ce ,收敛 域 为 (一 ,十 cc) 
(3) 收敛 半径 尺 ==2, 收 伍 域 为 [一 5, 一 1) 


二 
Wr 2 Fn +2)", -el rE 加 
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有 本 2 S 站 co, 十 co 
8. f(x) = cossz 一 1 十 》) (一 1) i EK ,十 co) 


n=1 
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